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प्राकषकथन 


राष्ट्रीय शिक्षा नीति (एन.पी.ई.) 986 में सामान्य शिक्षा के एक अभिन्‍न अंग के रूप 
में गणित के पठन-पाठन की आवश्यकता पर स्पष्ट रूप से बले दिया है। चूँकि पाद्यचर्या . 
नवीनीकरण एक सतत्‌ प्रक्रिया है, इसलिए प्रौद्योगिकी उन्‍्मुख समाज की बदलती 
आवश्यकताओं के अनुरूप गणित पाठयचर्या में समय-समय पर विभिन्‍न प्रकार के परिवर्तन 
होते रहे है। राष्ट्रव्यापी चर्चा एवं परामर्श के पश्चात्‌ , राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और 
प्रशिक्षण परिषद्‌ (एन.सी.ई.आर.टी.) ने नवम्बर, 2000 में “विद्यालयी शिक्षा के लिए 
राष्ट्रीय पाठयचर्या की रूपरेखा” (एन.सी.एफ.) का प्रकाशन किया। इसमें राष्ट्रीय शिक्षा 
नीति, 986 (१992 में संशोधित) में उपलब्ध मूल सिद्धान्तों और निर्देशों पर पुन; बल 
दिया गया और विद्यालयी स्तर पर गणित से संबंधित अन्य मुद्दों को विस्तारपूर्वक बताया 
गया। 


प्रस्तुत पाद्यपुस्तक राष्ट्रीय शिक्षा नीति, 986 में दर्शाई गई अपेक्षाओं और राष्ट्रीय 
पाठ्यचर्या रूपरेखा 2000 में दिए गए सामान्य उद्देश्यों की पूर्ति हेतु लिखी गई है। इस 
पाठ्यपुस्तक में गणित को विद्यार्थियों के आस-पास के परिवेश से संबंधित क्रियाकलापों 
और प्रेरक उदाहरणों द्वारा प्रस्तुत करने का प्रयल किया गया है। 


नवीन पाठ्यक्रम के आधार पर दक्षताओं एवं अभिवृत्तियों को विकसित कर ज्ञान प्रदान 
करने के लिए पाठ्यपुस्तक में सम्मिलित विषयवस्तु और सुझाए गए क्रियाकलापों को , 
संयोजित किया गया है। इस स्तर पर गणित के प्रयोग द्वारा दैनिक जीवन की समस्याओं 
को हल करने के लिए विद्यार्थियों की क्षमता में और अधिक वृद्धि करने के अतिरिक्त, 
गणित का एक विषय के रूप में सुव्यवस्थित रूप से अध्ययन प्रारंभ किया गया है। 
पाठ्यसामग्री और सुझाए गए क्रियाकलापों को हमारे देश की व्यापक' विद्यालयी पद्धतियों 
की विभिन आवश्यकताओं, पृष्ठभूमि और पर्यावरण के अनुकूल बनाने का एक सार्थक 
प्रयास किया गया है। विषयवस्तु को सरल भाषा में प्रस्तुत करने का विशेष ध्यान रखा 
गया है। " 


पाठ्यपुस्तक का प्रथम प्रारूप विशेषज्ञों के एक समूह द्वारा विकसित किया गया है 
जिन्हें अध्यापन और अनुसंधान का व्यापक अनुभव प्राप्त था। तत्पश्चातू एक समीक्षा 


१५ 


कार्यशाला में इस प्रारूप की विषयवस्तु एवं उसके प्रस्तुतिकरण की विधि को पढ़ाने वाले 
शिक्षकों, शिक्षक-प्रशिक्षकों और विषय-विशेषज्ञों द्वारा गहन रूप से समीक्षात्मक विवेचना 
की गई। समीक्षा कार्यशाला में प्राप्त टिप्पणियों और सुझावों पर लेखकों ने विचार किया 
और इस प्रारूप को उपयुक्त रूप से संशोधित कर अंतिम पाण्डुलिपि तैयार की गई। 


लेखक दल ने गणित की पूर्व पाठ्यपुस्तक के प्रयोक्ताओं से प्राप्त सुझावों एवं 
पुनर्निविशन का उपयोग किया। प्रस्तुत पाद्यपुस्तक को विकसित करने में, जहाँ उपयुक्त 
समझा गया, लेखक दल ने पूर्व प्रकाशित पाठयपुस्तकों के संदर्भों का भी प्रयोग किया। 


इतने अल्प समय में इस पुस्तक को विकसित करने के लिए मैं लेखक दल के सदस्यों, 
इसके अध्यक्ष, सम्पादकों, समीक्षकों तथा इनसे संबंधित संस्थानों को धन्यवाद देता हूँ। 


पुस्तक में सुधार हेतु सुझावों का स्वागत. किया जाएगा। 


जे.एस. राजपूत 
नई दिल्‍ली , निदेशक 
फरवरी, 2002 राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ 


अध्तावनीा 


औपचारिक शिक्षा के प्रारंभ से हौ गणित विद्यालयी शिक्षा का एक अभिन्‍न अंग रहा है 
और इसने न केवल सभ्यता की उन्नति में बल्कि भौतिक विज्ञान और अन्य विषयों के 
विकास में भी प्रबल भूमिका निभाई है। चूँकि पाठ्यचर्या नवीनीकरण एक सतत प्रक्रिया 
है, इसलिए समाज की बदलती आवश्यकताओं के अनुरूप गणित पाठ्यचर्या में समय-समय 
पर विभिन्‍न प्रकार के परिवर्तन हुए है। माध्यमिक स्तर पर गणित पाद्यचर्या में सुधार कर 
उसे समयानुकूल बनाने का वर्तमान प्रयास प्रयोक्ता समूहों से पुनर्निविशन, ज्ञान कौ नवीन 
विचारधारा के आविर्भाव और राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ (एन,सी.ई. 
आर.टी.) द्वारा विस्तृत चर्चा के उपरांत नवम्बर 2000 में प्रकाशित 'विद्यालयी शिक्षा के 
लिए राष्ट्रीय पाद्यचर्या कौ रूपरेखा' (एन.सी.एफ.) में दिए गए पाठ्यचर्या संबंधी विभिन्‍न 
सरोकारों पर आधारित एक प्रयास है।' इससे पहले “पाठ्यचर्या रूपरेखा पर परिचर्चा 
दस्तावेज प्रारूप' तैयार किया गया जिस पर शिक्षक-प्रशिक्षकों, विभिन्‍न परीक्षा बो्डों से 
नामित व्यक्तियों, शिक्षा निदेशालयों और विभिन्‍न राज्यों/संघ राज्य क्षेत्रों के राज्य शैक्षिक 
अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषदों (एस.सी.ई.आंर.टी.), के प्रतिनिधियों, सामान्य जेन और 
विश्वविद्यालयों, महाविद्यालयों और परिषद्‌ के संकाय सदस्यों द्वारा तैयार किए गए 
'पाठ्यचर्या रूपरेखा पर परिचर्चा दस्तावेजु प्रारूप' पर विभिन्‍न स्तरों पर चर्चा की गई। 


राष्ट्रीय पाठयचर्या रूपरेखा से माध्यमिक स्तर पर गणित शिक्षण के संबंध में उभर 
कर आए कुछ सामान्य पाद्यचर्या सरोकार इस प्रकार है: 


पाठ्यचर्या को सामाजिक परिवेश और व्यक्ति विशेष॑ के जन्म से संबद्ध पूर्वाग्रहों 
को निष्प्रभावित करने तथा सार्वजनिक समभाव एवं समानता की जागरूकता का 
सृजन करने योग्य होना चाहिए। 

श बालिका शिक्षा। 

४ पर्यावरण संरक्षण॑। ' 

स्वदेशीय ज्ञान और-प्राचीन काल से अब तक विज्ञान और गणित में भारत के 

योगदान का समुचित समावेश। 

अप्रचलित और अनावश्यक विषयवस्तु को हटाकर पाठ्यचर्या के बोझ में कमी 


घ््च 


ता 


तथा उच्चतर माध्यमिक स्तर पर गणित के शिक्षण के लिए आवश्यक ज्ञान एवं 
पृष्ठभूमि प्रदान करना। 


उपरोक्त सरोकारों को ध्यान में रखते हुए, राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण 
परिषद्‌ ने माध्यमिक स्तर हेतु गणित की पाठ्यपुस्तक को विकसित करने के लिए एक 
लेखक दल गठित किया। दल ने पहले विभिन्‍न लेखकों द्वारा तैयार प्रारूप सामग्री को 
परस्पर चर्चा करके निरंतर संशोधित किया। इन चर्चाओं में प्रो. एस.के. श्रीवास्तव और 
विद्यालयों में विषयों को पढ़ाने वाले दो अध्यापकों श्री पी.डी. चतुर्वेदी और श्री सुरेन्द्र पी. 
सचदेवा की भी आवश्यकतानुसार सहायता ली गई। तत्पश्चात्‌ इस सामग्री को एक समीक्षा 
कार्यशाला में शिक्षकों, शिक्षक-प्रशिक्षकों और विशेषज्ञों के समूह के समक्ष रखा गया। 
पाण्डुलिपि को अंतिम रूप प्रदान करते समय लेखकों द्वारा समीक्षा कार्यशाला के सुझावों 
और टिप्पणियों को आवश्यकतानुसार सम्मिलित किया गया। 


इस पाठ्यपुस्तक के प्रमुख बिन्दु निम्नलिखित हैं: 


जहाँ तक संभव हो सका है, विद्यार्थियों को प्रत्येक विषय का परिचय उनके 
आसपास के परिवेश से संबंधित प्रेरक उदाहरणों के माध्यम से कराया गया है। 
पाठ्यपुस्तक में अवधारणाओं का विस्तारपूर्वक वर्णन किया गया है तथा अधिक 
संख्या में चित्र, हल किए हुए उदाहरण और अभ्यास सम्मिलित किए गए है। ऐसा 
सोच-समझकर किया गया है ताकि विद्यार्थी में अवधारणाओं को बेहतर ढंग से 
समझ कर प्रश्नों को बेहतर ढंग से हल करने की वक्षता में वृद्धि की जा सके। 
गणितीय तथ्यों की (पुनः) खोज करने और आरेखण एवं मापन के लिए दक्षता 
के विकास हेतु अनेक क्रियाकलाप सुझाए, गए, हैं। 

राष्ट्रीय एकता, पर्यावरण संरक्षण, सामाजिक अवरोधों की समाप्ति, छोटे परिवार 
के मानदंडों का अनुपालन करने, लिंग भेदभाव मिटाने के आवश्यकता पर 
जागरूकता विकसित करने के लिए कुछ शाब्दिक समस्याओं को सम्मिलित किया 
गया है। विद्यार्थियों के मस्तिष्क में इन शाब्दिक समस्याओं के प्रमुख संदेश पहुँचने 
चाहिए तथा शिक्षण के समय अध्यापकों को इन तथ्यों के प्रति सचेत रहना 
चाहिए। ह 

पाठ्यपुस्तक में विद्यार्थियों के अवबोधन एवं परिपक्‍वता के स्तर के अनुरूप 
शब्दाबली और पारिभाषिक शब्दों का प्रयोग किया गया है। 

यथोचित स्थानों पर विभिन्‍न विषयों के ऐतिहासिक संदर्भों, विशेषकर भारतीय 
योगदानों का उल्लेख किया गया है। 


शा 


मै प्रो. जे.एस. राजपूत, निदेशक, राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ का 
धन्यवाद करता हूँ जिन्होंने पाठ्यचर्या नवीनीकरण कौ इस परियोजना का शुभारम्भ किया 
और गणित शिक्षा में सुधार हेतु इस राष्ट्रीय प्रयास में हमें सम्मिलित होने का अवसर प्रदान 
किया। मैं प्रो. आर.डी. शुक्ल, अध्यक्ष, विज्ञान और गणित शिक्षा विभाग को भी इस 
कार्य में सहयोग देने के लिए धन्यवाद देता हूँ। लेखक दल के सभी सदस्यों और समीक्षा 
कार्यशाला के सभी प्रतिभागी भी धन्यवाद के पात्र हैं। 


इस पादयपुस्तक का हिन्दी में अनुवाद प्रो. आशा रानी सिंगल, डा. नरेन्द्र मिश्रा 
और प्रो. एस.के. श्रीवास्तव ने किया है। हिन्दी पाण्डुलिपि का विषय सम्पादन 
प्रो. बी. देवकीनन्दन ने किया है। मैं इन सभी का आभारी हूँ। 


किसी भी विषय पर कोई भी पुस्तक अंतिम नहीं हो सकती। हम यह समझते है 
कि पाठ्यपुस्तक में और अधिक खुधार हो सक्त्ता है। इस पाठयपुस्तक में सुधार हेतु 
सुझावों/टिप्पणियों का स्वागत है। 
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लखनऊ विश्वविद्यालय 
लखनऊ 


श्री अशोक कुमार गुप्ता 
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उत्तरमाला 40] 


अध्याय 


है 


अपरिगेय संख्याएँ 
).। भूमिका 
हम जानते हैं कि एक परिमेय संख्या ऐसी संख्या को कहते हें जिसे रे के रूप में 


व्यक्त किया जा सके जहाँ कि # तथा & दोनों पूर्णाक हों और 4-0 हो। यदि 4 


प्राकृत संख्या हो और » तथा 4 में । के अलावा कोई उभयनिष्ठ गुणनखंड न हो, 


तो हम कहते हैं कि परिमेय संख्या | अपने न्यूनतम पं में है। उदाहरणतः परिमेय 


संख्या ; अपने न्यूनतम पदों में है किन्तु हा अपने न्यूनतम पदों में नहीं है। 

परिमेय संख्या धनात्मक, ऋणात्मक अथवा शून्य हो सकती है। याद कीजिए कि 
पूर्णाक » भी एक परिमेय संख्या है क्योंकि इसे | के रुप में देखा जा सकता है। 
सभी भिनों कौ भाँति परिमेय संख्याओं को भी दशमलब के रूप में व्यक्त किया 
जा सकता है। आइए प को दशमलव के रूप में व्यक्त करें । 


6)5,0(0.325 
46 
20 
0 
40 
32 
80 
80 
0 


गणित 


2 


इस भाँति पर <0.325 । क्योंकि पर के दशमलव प्रसार का (परिमित पदों में) अंत 


हो जाता है, अतः पद के दशमलव रूप को हम सांत (शा) कहते हैं। 


इसी प्रकार, 


हे 2 375 के 2.548 आदि 
505, ८ 5].4, यू *700995, 77 52 


> | न्ज+ 


ऐसी परिमेय संख्याएँ हैं जिन्हें सांत दशमलव के रूप में व्यक्त किया जा सकता है। 
आइए, अब न को दशमलव रूप में व्यक्त करें । हम देखते हैं कि 


26)33(,2692307.., 
26 
70 
52 
80. #& 
56 
240 
234 
60 
52 
80 
78 
200 
१82 
ल्‍80 -+ #8 
ऊपर के विभाजन में स्थितियों & तथा 8 पर ध्यान दीजिए। स्थिति 8 में शेषफल 
वही है जो स्थिति & में है। अतः जब 26 से भाग देने की क्रिया को 8 से आगे 


बढ़ाएँगे तो भागफल में अंकसमूह 6,9,2,3,0,/7 की पुनरावृत्ति होगी। इस प्रकार, 
33 
उ6 5 :2692307 692307... 


इस दशा में विभाजन अनक्सानी है। अतः ऐसे दशमलव प्रसारों को अनवसानी आवर्ती 
(ताणानधागञं।/॥9 700०३7072) या अनवसानी पुनरावर्ती (णा-दा।एाबा।ए 76०07) 
कहते हैं। अभी तक हमने जो परिमेय संख्याएँ देखीं उनके दशमलव प्रसार या तो सांत 
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हैं या अनवसानी आवर्ती। क्‍या किसी परिमेय संख्या का दशमलव प्रसार अनवसानी 
अनावर्ती हो सकता है? नहीं। क्योंकि उत्तरोत्त शेषफल भाजक से छोटे होते हैं, अतः 
एक स्थिति आती है जब शेषफल की आवृत्ति होती हैं। यहाँ से भागफल में अंकों 
की पुनरावृत्ति होने लगती हैं। 


इसी प्रकार 


॥0 ३ 6 वी परव सेल 
प्र533333.ल्‍«  *०शथश... और मर 5 0:8574285742...ऐप परिमेय संख्याएँ 


हैं जिन्हें अनवसानी आवर्ती दशमलव के रूप में व्यक्त किया जा सकता है। जैसा 
ऊपर देखा गया, प्रत्येक दशा में भागफल में अंकों के एक समूह की पुनरावृत्ति होती 


[0 में ह का 
है। यू के लिए आवर्ती समूह में एक अंक '' है। गा कली आवर्ती समूह 


३ 6 | लिए 
27 हैं। हर के लिए आवर्ती समूह क्या हें? 


इस प्रकार ऊपर के सभी दशमलव प्रस्नार अनवसानी आवर्ती (या पुनरावर्ती) हैं। 
बहुधा आवर्ती दशमलव में बारम्बार आने वाले अंक-समूह की प्रथम आवृत्ति के अंकों 
के ऊपर एक रेखाखंड खींच दिया जाता हैं और शेष आवृत्तियों का लुप्त कर दिया 
जाता है। उदाहरणतः 





33 डतठठतल 0 3 करत 
न्न्न्पे फल 9 पड 5८ (),27. > ८८ हि 
5६ ।.209230/. व 3.3. रा] (0,27 0,803 / | 4 


न3| ०5 


कभी-कभी रेखाखंड के स्थान पर दोहराएं जा रह अंक-समूह के प्रथम और अंतिम 


हे ५ बिंदु १. | 
अंक के ऊपर एक-एक बिंदू लगा दिया जाता है जेसा कि पर का हम 0657 [42 


लिखते हें। तात्पर्य यह कि 8 से 2 तक, छ: के छः अंकों (85742) का समूह 
बारम्बार दोहराया जा रहा है। 


विलोमत: क्‍या प्रत्येक सांत अथवा पुनरावर्ती दशमलव प्रसार को हम परिमेय संख्या 


के रूप में व्यक्त कर सकते हैं? आइए, उदाहरणों की सहायता से इस, प्रश्न का उत्तर 
खोजें। 


4 गणित 


25 ह हु 54 

() 0.25 « छ ह (8) . 0.54 « [0 

! था 

हु 50 
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या9%७«& 3३ या 99: >]8 

0 जी नो 8. 2 
350 गे आ 
अतः 03333:, - प्र अत: 0.8888... > ण 


इस प्रकार प्रत्येक परिमेय संख्या को सांत अथवा पुनरावर्ती दशमलव के रूप में लिखा 
जा सकता है। विलोमत: प्रत्येक सांत अथवा पुनरशावर्ती दशमलव को परिमेय संख्या के 
रूप में लिखा जा सकता है। 


क्या सांत, अथवा अनवसानी परंतु पुनरावर्ती, दशमलवों के अतिरिक्त अन्य प्रकार 
के दशमलव प्रसार भी हो सकते हैं? नीचे लिखे दशमलव को ध्यान से देखिए: 


0.0000000000!... (१) 


ध्यान दीजिए कि ऊपर () में दशमलब बिंदु की दाईं ओर या तो ० हैं या ॥ 
हैं। । के अंकों के मध्य क्रमश: एक शून्य, दो शून्य, तीन शून्य, और इसी प्रकार 
आगे भी, आते हैं। इस प्रकार । के दो उत्तरोत्तर अंकों को पृथक करने वाले शून्यों 
की संख्या क्रमश: एक से बढ़ती चली जाती है। 


स्पष्ट है कि ऊपर वाले दशंमलव को हम अनवसानी रूप से लिखते चले जा 
सकते हैं। यह दशमलव स्पष्टत: अनवसानी है। क्‍या यह पुनरावर्ती है? ध्यान दीजिए 
कि कोई भी अंक-समूह यहाँ बारम्बार नहीं आता। अतः यह अनावर्ती है। अनवसानी, 
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अनावर्ती दशमलव संख्याओं की कोई कमी नहीं है। वास्तव में ऊपर (१) में दी गई 
संख्या में आप अंक ॥ के स्थान पर इच्छानुसार कोई भी अन्य प्राकृत संख्या (कितने 
ही अंकों वाली) लिखकर एक ऐसी संख्या बना सकते हैं। चूँकि प्राकृत संख्याओं की 
संख्या अपरिमित है आप अपरिमित अनावर्ती, अनवसानी दशमलव संख्याएँ प्राप्त कर 
सकते हैं। क्योकि ऐसी संख्याओं के दशमलव प्रसार अनावर्ती और अनवसानी हैं, ये 
संख्याएँ परिमेय नहीं हो सकतीं। 


अतः हमारे लिए आवश्यक हो जाता है कि परिमेय संख्याओं के निकाय का 
विस्तार करें। जैसा कि हमने ऊपर देखा, किसी संख्या का दशमलव प्रसार इस रूप 
में हो सकता है: 


(0) सांत 

(2) अनवसानी किन्तु आवर्ती 

(3) अनवबसानी और अनावर्ती 

याद कीजिए कि रूप ()) और (2) वाली संख्याएँ परिमेय होती हैं । रूप (3) 
वाली संख्याएँ जो परिमेय नहीं हैं, अपरियेय ((7४ण०) संख्याएँ कहलाती हैं । 
निष्कर्ष यह हुआ कि 


. ]. परिगेय संख्या या तो सांत दशमलव होती है और या फ़िर अनवसानी किंतु 
पुनरावर्ती दशमलव/ 


2. अपरिमेय संख्या अनवसानी और अनावर्ती दशमलव होती है। इसे के रूप में 
नहीं लिखा जा सकता जहाँ कि # और 4 प्ूर्णीक हों तथा 4&0 हो। 


परिमेय और अपरिमेय संख्याओं को मिलाकर वास्तविक संख्याएँ कहते हैं। इस 
प्रकार प्रत्येक वास्तविक संख्या या तो परिमेय संख्या होती है और या फिर अपरिमेय 
संख्या। तात्पर्य यह है कि यदि कोई वास्तविक संख्या परिमेय न हो तो फिर वह 
अवश्य ही अपरिमेय संख्या होती है। परिमेय संख्याओं के योग, व्यवकलन, गुणा, भाग 
आदि संक्रियाओं के नियम वास्तविक संख्याओं पर भी लागू हैं। 


आइए, देखें कि ,/2 जैसी संख्याएँ परिमेय होती हैं या अपरिमेय। आइए 2 का 
वर्गमूल भाजन विधि से निकालें। 


गणित 
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अर्थात्‌ _/2 <.44235... 


आप 'चाहें तो इस प्रसार में आगे के कुछ और अंक निकालें। आप देखेंगे कि यह 
पक्रम न तो समाप्त ही होगा और न ही दोहराएगा। अतः 5 का दशमलव प्रसार 
अनेबसानी और अनावर्ती है। जैसा ऊपर देखा, यह प्रसार .44235... है। 


ईसा प्रकार (8, ५5, 6 आदि भी अनवसानी और अनावर्ती दशमलव हैं। अतः 
4 सभी अपरिमेय संख्याएँ हैं। 
.2 वास्तविक संख्या रेखा 


हम जानते हैं कि संख्या रेखा पर परिमेय संख्याओं का निरूपण कैसे किया जाता है। 
क्‍या संख्या रखा पर कुछ ऐसे बिन्दु हैं जो किसी भी परिमेय संख्या को निरूपित नहीं 
करत? हमार दावा है कि से अनेकानेक बिन्दु हैं। हम एक ऐसे बिन्दु को खोजने 
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का प्रयास करेंगे । 
आकृति १. में दिखाए अनुसार एक संख्या रेखा खींचते हैं 


५ रा ग् पं 
82 ”| 
आम न अत (अल मी ++ सी | 50 


(कर नकल कलम पन्‍ज> न. 


-3 -? _] 0 ][ 7? 2 3 








आकृति 4.॥ 


आकृति १. में दिखाए अनुसार एक इकाई लम्बाई 0& पर एक वर्ग 080 लेते हैं। 
08 इसका एक बविकर्ण है। पाइथागोरस प्रमेय से 


08 - (0७7 +/08' 5 ५४5 

0०को केंद्र और 08 को त्रिज्या लेते हुए एक चाप खींचते हैं जो संख्या रेखा को 
? पर काटता है (देखिए आकृति .)। स्पष्टत: 07-08 -./3। इस प्रकार बिंदु ? 
संख्या रेखा पर 5 को निरूपित करता है और 5 परिमेय संख्या नहीं है । इस 
प्रकार हमने संख्या रेखा पर एक ऐसा बिंदु पा लिया है जो किसी भी परिमेय संख्या 
को निरूपित नहीं करता है। यह तथ्य कि, संख्या रेखा पर 53 ./5, जैसे अन्य बिंदु 
भी हैं, जो किसी परिमेय संख्या को निरूपित नहीं करते हैं, इस भाँति दिखाया जा 
सकता है। 


वर्ग 0580 के विकर्ण 68 पर एक समकोण त्रिभुन 0879 बनाते हैं जिसमें 8 
समकोण है और छ0- 0& (एक इकाई लम्बाई)। देखिए आकृति १.2 को। पुन 
पाइथागोरस प्रमेय से 


(0) < 08 + 877 +ठि) हज .१ 
0 को केंद्र और 09 को त्रिज्या लेकर संख्या रेखा को ७ पर काटता हुआ एक चाप 
खींचते हैं, जैसा कि आकृति में दिखाया गया है। स्पष्टत: 00-07 >,/5। इस प्रकार 
0 संख्या रेखा पर संख्या [5 को निरूपित करता है। 


9 गणित | 





आकृति 4.2 


यदि हम इस प्रक्रम को चालू रखें तो हमें संख्या रेखा पर और संख्याएँ जैसे /4, ,5... 
को निरूपित करने वाले बिंदु प्राप्त होते जाएँगे। [नोट कीजिए हमें कुछ बिन्दु जो 
परिमेय संख्या को निरूपित करते हैं, जैसे ,/व भी प्राप्त होते हैं।। क्योंकि जिस संख्या 
रेखा पर आप अब तक पृर्णाक निरूपित करते आए हैं उसी पर समस्त परिमेय तथा 
अपरिमेय अर्थात्‌ वास्तविक संख्याएँ भी निरूपित की जा सकती हैं, अत; इस संख्या 
रेखा को वास्तविक संख्या रेखा (छय|॥णाएथ ॥॥०) भी कहते हैं। 

इस तथ्य पर ध्यान दीजिए कि अपरिमेय संख्याएँ अनन्त हैं। जो संख्याएँ पूर्ण वर्ग 
नहीं हैं, उन सबके वर्गमूल अपरिमेय संख्याएँ हैं, जो संख्याएँ पूर्ण घन नहीं हैं उन सबके 
घनमूल भी अपरिमेय हैं, ऐसे ही आगे भी। इन सब संख्याओं के अतिरिक्त इनसे भी 
अधिक और अपरिमेय संख्याएँ हैं। उदाहरण के लिए, इनमें से एक सुप्रसिद्ध संख्या है 
४ जो प्रत्येक वृत्त की परिधि और उसके व्यास का अनुपात है। यह अनुपात एक अचर 
संख्या है, वृत्त की त्रिज्या चाहे कुछ भी क्‍यों न हो। 


हम देख चुके हैं कि ,/2 परिमेय संख्या नहीं है। अब हम तर्क से इस बात को 
सिद्ध करेंगे कि 2 परिमेय संख्या नहीं है। 


माना कि 2 परिमेय है । अतः 3 को ह के रूप में लिखा जा सकता 


है जहाँ कि » और 4 पूर्णाक हैं तथा 4&0। यह भी माना कि ££ अपने न्यूनतम 
पदों में है। अब 


अपरिमेय संख्याएँ 9 


| 


हिट /2 
2 हा 


अत: 2 + (दोनों यक्षों का वर्ग लेने पर) 
या 727 5 24? [दोनों पक्षों में धन पूर्णाक 4? से गुणा करने पर) (3) 
क्योंकि 9? का गुणनखंड 2 है, अतः #? एक सम पूर्णांक हुई। हमारा दावा है कि 
# भी एक सम पूर्णाक है। 
यदि # सम पूर्णाक नहीं है, तो फिर यह विषम पूर्णाक होगी। माना कि 

7. 5. शह+ | जहाँ # कोई पूर्णांक है। 

कर हू. (2#+ )? 

< 4#2+40+ ], जो एक विषम पूर्णांक है, 


क्योंकि 4#? तथा 4% दोनों ही सम हैं। किंतु #? एक सम संख्या है। अत: अंतर्विरोध 
हुआ। इसलिए # एक सम पूर्णाक है। मान लीजिए कि 952, जहाँ + एक पूर्णाक 
है। 


अब (१) से 

(27). 24* 
या 4/2 5. 24* 
या वा »ऋ. 2/4 


अतः ८? एक सम पूर्णाक है। ऊपर सिद्ध किए अनुसार 4 भी एक सम .पूर्णाक । है। | 
इस प्रकार # और 4 दोनों ही सम पूर्णांक हैं। अतः 2 इन दोनों पूर्णाकों को विभाजित 
करता है। किंतु यह इस कल्पना के विपरीत है कि » और 4 का कोई उभयनिष्ठ 
भाजक नहीं है। इस अंतर्विरोध से सिद्ध होता है कि ,/2 को प्र के रूप में नहीं 
लिखा जा सकता है। अत; .2 परिमेय नहीं है। 

नीचे लिखे तथ्यों पर ध्यान दीजिए ; .'' 

0) एक परिमेय एवं एक अपरिमेय संख्या का योग या अंतर, दोनों सदा अपरिमेय होते 


हैं । 


0 गणित 


() एक शून्येतर परिमेय एवं एक अपरिमेय संख्या का गुणनफल यथा भागफल एक 
अपरिमेय संख्या होती है। 

(४)दो अपरिमेय संख्याओं के योग, अंतर, गुणनफल या भागफल, इन सबका अपरिमेय 
होना आवश्यक नहीं जैसा कि नीचे दिए गए उदाहरणों से ज्ञात होता है। 

| ; दो ऐसी अपरिमेय संख्याओं का उदाहरण दीजिए जिनका योग 
() परिमेय हो। (॥) अपरिमेय हो। 

एल :0) अपरिमेय संख्याओं 5 तथा - 5 का योग 0 है जो एक परिमेय संख्या है। 

(0) अपरिमेय संख्याओं 5 तथा 6 का योग [5+,.3 है जो एक 


अपरिमेय संख्या है। 
रण 2 ; दो ऐसी अपरिमेय संख्याओं का उदाहरण दीजिए जिनका गुणनफल एक 





() परिमेय संख्या हो। (४) अपरिमेय संख्या हो। 
हल :() 7 और # का गुणनफल 9 हैं, जो एक परिमेय संख्या है। 
0) +# और -ए का गृुणनफल / है जो एक अपरिमेय संख्या है। 
उदाहरणों | और 2 से यह स्पष्ट हो जाता है कि दो अपरिमेय संख्याओं के योग 
या इनके गुणनफल का अपरिमेय होता आवश्यक नहीं है। दो अपरिमेय संख्याओं का 
योग या गुणनफल परिमेय भी हो सकता है। 


उदाहरण 3: [४ की पहचान परिमेय अथवा अपरिमेय संख्या के रूप में कीजिए। 
शल ३ शीई ? २०४३७ 5 ३.5 
अब 3 एक परिमेय संख्या है किंतु (5 एक अपरिमेय संख्या है। गुणणफल 3.5 
अपरिमेय है। ध्यान दीजिए कि एक शून्येतर परिमेय और एक अपरिमेय संख्या का 
गुणनफल अपरिमेय होता हैं। 

प्रश्नावली . 
. निम्नालिखित परिमेय संख्याओं को दशमलव रूप में लिखिए : 


हे बे 
() पा , । 3 एंए) 


आय जल 
रा 
(ट: है आओ 


अपरिमेय संख्याएँ 


2५ 


(५॥॥) 


' 
त | ॥१ज 


हि । 
(श) >> (५) नर (शा) 


4६ 
कम 


| | 
[7 


2 और 3 के बीच एक परिमेय तथा एक अपरिमेय संख्या ज्ञात कीजिए। इनके बीच 


कितनी परिमेय तथा कितनी अपरिमेय संख्याएँ हें? 


निम्नलिखित रिक्त स्थान को पूर्ण कीजिए : 


(0) संख्या रेखा का प्रत्येक बिन्दु एक ................. संख्या को निरूपित करता है जो 
या तो........... होती है या...................। 
(8)  अपरिमेय संख्या का दशमलब रूप न तो ..................०००००००५ होता है 
आए “नही! ३ वोलह के | 
8 ते 
(8) परिमेय संख्या कु की दशमलव रूप .....०नननननिनिनिताह है। 
(४) 0 एक ..............५५०० संख्या है। (संकेत : परिमेय/अपरिमेय) 


दो ऐसी अपरिमेय संख्याओं का उदाहरण दीजिए जिनका 
() अंतर एक परिमेय संख्या हो। 

(॥) अंतर एक अपरिमेय संख्या हो। 
(॥) योग एक परिमेय संख्या हो। 

(५) योग एक अपरिमेय संख्या हो। 

(४) गुणनफल एक परिमेय संख्या हो। 
(४) गुणनफल एक अपरिमेय संख्या हो। 
(भ) भागफल एक परिमेय संख्या हो। 


(श॥) भागफल एक अपरिमेय संख्या हो। 


रे 74 रे में 
निम्नलिखित को > के रूप में व्यक्त कीजिए : 
(6). 0.6666... तं).. 0,.2270.... 


त). 3.77... (9). |8.4#- ४-४... 


॥2 गणित 


6. निम्नलिखित संख्याओं की पहचान परिमेय अथवा अपरिमेय संख्याओं के रूप में कीजिए। 
परिमेय संख्याओं के दशमलव निरूपण भी दीजिए। 


0) ४3 (9) 3३8 () बी. 
00] पे (४) -रह्ल (४) शक 


7. ज्ञात कौजिए कि निम्नलिखित समीकरणों में चंगे ५ ,.: आदि में कौन-कौन से परिमेय 
या कौन-कौन से अपरिमेय संख्याओं को निरूपित करते हैं: 
| 0 [7 
(6) «5 (0) 3१ «9 की) | «व 60) ४ व्यू 
(४) ॥7<3 (शं) ४ «27 (५४) ।<0.4 
8. एक उदाहरण दीजिए जहाँ एक परिमेय और एक अपरिमेय संख्या का गुणनफल कोई 
परिमेय संख्या हो। 
_.3 करणी 
आप पढ़ चुके हैं कि 
४०,७४७: ५४५ ५.०५2॥ 


आदि जैसी संख्याएँ अपरिमेय संख्याएँ होती हैं। वास्तव में ये एक विशेष प्रकार की 
अपरिमेय संख्याएँ हैं। ये ऐसी परिमेय संख्याओं के वर्गमूल हैं जो किसी परिमेय संख्या 


के वर्ग नहीं हैं। इसी प्रकार ३5, ३5५, १५५, आदि ऐसी परिमेय संख्याओं के घनमूल 
हैं जो किसी परिमेय संख्या के घन नहीं हैं। ऐसी अपरिमेय संख्याओं को करणी (६0005 
या 00॥5) कहते हैं। आइए समझें कि व्यापक रूप में करणी किसे कहते हैं। 

ऐसी परिमेय संख्या & लीजिए जिसे परिमेय संख्या - के # वें घात के रूप में 
लिखा जा सके। 


तब ४ 5 


या ४४5 भू 


अपरिमेय संख्याएँ ॥3 


अर्थात्‌ ५( एक परिमेय संख्या है। विलोमत:, यदि /ध कोई परिमेय संख्या हो तो 
किन्हीं पूर्णाकों 9 4 (0) ह के लिए 


है 
कि दल ५ 
/ ,क र है 
या धर (४) जो एक परिमेय संख्या का # वाँ घात है। 


फलत: ५६ तब और केवल तब ही परिमेय होता है जब ८ को किसी परिमेय संख्या 
के #वें घात के रूप में लिखा जा सके। इससे स्पष्ट हो जाता है कि यदि कोई 


धनात्मक संख्या ८ किसी परिमेय संख्या हा का #वाँ घात न हो तो ॥/॥॥ एक 


अपरिमेय संख्या होती है। ऐसी दशा में 4का यह धनात्मक »वाँ मूल (५) जो कि 
एक अपरिमेय संख्या है, करणी कहलाता है। इस प्रकार जब 


() ०4 धनात्मक परिमेय संख्या हो, और 
(0) [६ अपरिमेय संख्या हो 
तब हम कहते हैं कि “५६ करणी है”। 


करणियों को सरल करने के लिए हम बिना उपपत्ति के कुछ नियम बता रहे हैं। इनमें 
० तथा & धनात्मक परिमेय संख्याएँ हैं। 


0). (४7)<६ 
6) (४ ०४5]- एक. 


श ि 
(गा) न ज हि 


उदाहरण 4 : सकारण बताइए कि निम्नलिखित में से कौन सी करणी हैं और कौन 
सी करणी नहीं हैं; ह 


0). ३64 (0). ४5 
0॥). ४2095 0४) 8४0 +4४/5 


(४). 32 69 (४) ३5)0025 


गणित 





 : | #/64 | 
हि - 8 और 8 एक परिमिय संख्या है, अतः ४७4 करणी नहीं है। 
(॥) ४45 
७... ४45 5 ४9%5 [नियम (॥) 
न ०३८४5: 
5 3४5 
अतः 4६ करणी है। 
(#)... वहाँ २३50:४क </%7 [नियम ()] 
. >/ख् 
+ (४३30)? 
-30 [नियम ()] 
क्योंकि 30 एक परिमेय संख्या है, अतः ,50.../45 करणी नहीं है। 
(९). यहाँ 8/6+4५/5 कर 
(४४) (२0) 
- [०5 300 
(४ २४ +0 
3 व 2८४4 १5 
५४४२8:२0 
+ किलाता5 [नियम ()] 
_ #5्क 
.. >2व0 
# ८582 30 
४3 
रे ह [नियम ()] 


जो एक अपरिगेय संख्या है। 


अपरिमेय संख्याएँ 


क्योंकि पर किसी परिमेय संख्या का 


हा 3/ी2 
चूँकि ० 
चूँकि 
(भं) १/5,0325-॥/5. 25 
र535;%5 
5 
न्‍ू 
अत: दी हुई संख्या करणी नहीं है। 


5 


वर्ग नहीं है, अतः 8/6.4./5 करणी है। 
(४३3) (४2) 
(४०३ 
४३७४३२४३2 

| /6%४6)८४27 
उ्ऊंत? 

४6१6)८27 


कि 
न्‍द पे [नियम (ा)) 


[नियम ()॥ । 





[नियम ()] 





| ठु टर 


० 


०७] 


ठ 


परिमेय संख्या है, अत: 3/2+6,27 करणी नहीं है। 


नियम (॥)] 


[नियम ()॥ 


प्रश्वावली ॥.2 
।. सकारण बताइए कि निम्नलिखित में से कौन सी करणियाँ हैं ओर कौन सी नहीं हैं : 


0). 5:८8 0) 
00)... हहचय (/) 
(शा) ४090%4४2 (शा) 
७)... /5४+6 


२४ ३८४6 की). उशि&३) 
5/89८2ल्‍6 (भं). 25:८5 
6५/2%945 (छ). 20% 45 


॥6 गणित 


१.4 करणियों का सरलीकरण 


यदि किसी व्यंजक के हर में कोई करणी हो तो इसे एक परिमेय हर वाले तुल्य व्यंजक 
में बदला जा सकता है। यह प्रक्रम हर का परिगेयकरण (्लांणा्ाश्थांणा ए (8 
0श000॥॥0) कहलाता है। 


करणियों को सरल करने के लिए हर का परिमेयकरण किया जाता है । इस प्रक्रम 
को उदाहरणों की सहायता से समझाया जाएगा । 


३ न (जक में 
उदाहरण 5 : प्रा को परिमेय हर वाले तुल्य व्यंजक में परिवर्तित कीजिए। 


ध्अ में रे र्पि ५. दोनों 
हल : यहाँ हर में करणी 3.3 है। अतः ता के अंश और हर दोनों को .5 


से गुणा करने पर हमें प्राप्त होता है; 
5 रत ४5 
3036 7 3 टी 


हि 


ऊदे 
तर्क [नियम (॥)| 





आन 


ल [नियम ()] 


शी5 


9 
टिप्पणी ; किसी करणी युक्त व्यंजक के सरलीकरण हेतु उसके हर को पूर्णाक में 


परिवर्तित कर देते हें। 

याद कौजिए कि (४+/)(४-४)5०7-७* होता है। अत: यदि किसी व्यंजक का 
हर त+४७० के रूप वाला हो तो इसका परिमेयकरण करने के लिए इसके अंश और 
हरदानों को ५-.# से गुणा कर देते हैं। इसी प्रकार यदि हर 6-४४ के रूप में 
हे को अंश ४४8 «₹, दोनों को ४+४१? से गुणा कर देते हैं। ऐसा करने से हमें 


अपरिमेय संख्याएँ 7 


हर में व्यंजयक (4+४० ) (४-४४) 5 ४2-/ प्राप्त होता है और हर एक परिमेय 
संख्या बन जाती है। 


४+४० को ८- ४9 का संयुग्मी (९०॥0४9(९) कहते हें, और ०-४9 को ८+४४9 
का संदुग्मी कहते हैं। इस विधि को उदाहरणों द्वारा समझाएँगे। 


४१-] 
उदाहरण 6 १ हि: कक को सरल कीजिए। 


हल : यहाँ हर ३३+। है । अतः अंश और हर, दोनों को उसके संयुग्मी 3- 
से गुणा करमे पर हम पाते हैं 


४3-। (न ] पड *] 
४3+] जअञक) (आ3%॥ 
(५३-॥)* 
है (8) 
3+]-203 
3 


4-23 
2 


« 2- 








ते "2-5 


3+] 





४5-] ४5+] 
उदाहरण ; यदि >+795 रे का निकालिए। 
दृहरण 7 दि्‌ आल 3 पक तो ८& तथा ४ का मान निकालिए 








हल : यहाँ 


४5-] है ४5+] (5-)(४5-]॥) (४5+)(४5+॥) 
४5-] ... (४5+])(४5-।॥) (४5-)(४5+॥) 


(४5 -॥) मि (४5+॥)* 
5--] 5-] 





हे गणित 


न पर [(5+-25)+(5++2४5)| 


 3+0 (5 
ध+ 9 शठि 
अत: 4८3 और 650 


सूत्रेणी ; थदि कोई व्यंजक दो या दो से अधिक ऐसे व्यंजकों के योग/अंतर से बना 
हो जिनमें योग/अंतर किए जा रहे घटक व्यंजकों में करणियाँ आ रही हों तो प्रत्येक 
अटक व्यंजक को अलग-अलग सरल कर लिया जाता हें। 


4 +उ रा 5 


उदाहरण 8 : .. गा को परिमेय हर वाले तुल्य व्यंजक में बदलिए। 





४ले : दिए हुए व्यंजक के अंश और हर, दोनों को 4+3४5 से गुणा करने पर हमें 
मिलता है: 


4+3४5.. (4+3४5)  (4+3 5) 
4-35  (4-3/5) (4+3४5) 
[4+ 35) 
्ि -(3४5) 








6+45+ 245 
86-45 
6]+ 24४5 


-29 


ही | 
उदाहरण 9 ; 
आल ० का सरल कीजिए । 


हल : हि 5:75 (+४2)-४3 


अपरिमेय संख्याएँ ह 5 ः ॥9 


' (3 7िकजर ५ क्‍ की दोनो को 
(कब 20503 कक तक आल मजा 
| ((+४2)+४3 से गुणा करने पर | 


$%02 %< 3, 
है 5 -(ं 


]+ ४2 + 3 
न ([+2+202)-3 
]+४2++3 
हि 9.2 
५४7ि+ २१) ४ न दोनों को 
हि शिव [अंश और हर, दोनों को 
६ ४2 से गुणा करने पर। 


(+४5५0)5 
थ 
डे पर [ 2 ने 2के 6 ] 


43 


32. + उन शत पननाननापननन-मक 


2 4 


प्रश्नावली .3 
. निम्नलिखित प्रत्येक समिका में # और #& के मान निकालिए : 


3+ 7 हि 
४2 न4+ 03 (रो) 


्ः ठि 
<८+ 9) 
3-5 542 








पा 5+2-53 
() पड + 9+3 का! 7+ 4५3 


न्म्ध्+ र्शी 








ह 2205 मिल कम चर 3+ भी 
हल & 0 लव 


| 


0] 


) या ॑अ--जह४77॥४ 


तक 


आस] 


| 
) एड 
.. ॥| 
|॥॥ ' हा _) ः 
(री 


१] प्पो 


] रा है] 
4-४ 4+ 


(श] 


। 


0) हर 


गणित 


शी तो ; तथा / के मत रिक्रातिए। 


, ह का परिगकरणण कर, निर्मलितठित में प्गेकत को मर कीजिए 


4 
[॥] हा 
.. (-(१ 
0) हा 
का 
॥) 7 पके 
४-2) ४+2 
(शी हि) हू 


॥ 
() दाह फ्फ 


अध्याय 2 


नहुपद 


2.] भूमिका 


इस अध्याय में हम बोजगणित (७॥8०0४) कहे जाने वाले विषय से सम्बन्धित कुछ 
संकल्पनाएँ सीखेंगे। बीजगणित गणित की एक महत्वपूर्ण शाखा है। इसे गणित की 
आशुलिपि (॥०५-॥था०) कहा जाता है। बीजगणित इसलिए बहुत अधिक उपयोगी है 
क्योंकि यहाँ हम अंकगणित की भाँति संख्याओं का प्रयोग करने के स्थान पर 
संकेतों /प्रतीकों (5४॥00।5) को काम में लाते हैं जो अज्ञात राशियों क॑ लिए प्रयोग किए 
जाते हैं। प्रतीकों के प्रयोग से हमें हर तरह की व्यावहारिक समस्याओं को हल करने 
में सहायता मिलती है। उदाहरणत: जब हम किसी रैखिक समीकरण ७ < ४ अथवा 
4४- ४50 को हल करते हैं, तो हमें किसी एक विशेष समीकरण के हल के स्थान 
पर समस्त सम्भव रेखिक समीकरणों का हल मिल जाता हे। इस अर्थ में यह 
व्यापकीकृत अंकगणित हुआ। 


बीजगणित के लिए अँप्रेजी शब्द (8०७०७) एक पुस्तक के नाम किताब 
अल-प्रहवप्तर फ़री हिसाब अल-जब्र वल-मुकाबला (00 ब-वाप॥॥25व7 7 880 8-8० 
ज़ना0१०0॥॥॥) में से आया है। इसे बगदाद में रहने वाले मोहम्मद इब्न मूसा अबू 
अब्दुल्ला अल-खारिज्मी (श०्रागा०१ शा (0५७ ॥0 0007 बे-(॥0फथांदा॥ं) ने 
सन्‌ 825 के आस-पास लिखा था, किंतु आर्यभट्ट और ब्रह्मगुष्त जैसे भारतीय गणितत्ञों 
ने इससे बहुत पहले ही इस क्षेत्र में बहुत सा काम किया था। बाद के भारतीय 
गणितज्ञों जैसे कि महावीर, श्रीधप और भास्कर ग ने भी इस विषय में महत्त्वपूर्ण 
योगदान किए। 


आप एक चर वाले बहुपदों से परिचित हैं। इस अध्याय में हम बहुपदों का विस्तार 
से अध्ययन करेंगे। हम कुछ विशेष रूप वाले बहुपदों क॑ गुणनखंड करना सीखेंगे। 


ग गणित 


हम शेष्फल और गुणवखंड प्रमेय कहलाने वाले दो महत्वपूर्ण परिणाम भी सीखेंगे। 
आप इन प्रण्ेयों का प्रयोग आगे की कक्षाओं में भी करते रहेंगे। 


2.2 बहप्दों का गुगन्डन : सेगीद्षा 

आप जानते हैं कि दो या दो से अधिक बीजीय व्यंजकों (7एथणाप्रां८ ७४[/8४8590॥9) को 
गुणा कर एक नया बीजीय व्यंजक कैसे प्राप्त किया जाता है। सरल दशाओं में आपने 
इसकी विलोम क्रिया भी सीखी हुई है। अर्थत्ति, दिए हुए बीजीय व्यंजक से वे सरल 
व्यंजक निकालना जिनका गुणनफल यह दिया हुआ बीजीय व्यंजक हो। जैसा कि आप 
जानते हैं इस विलोम क्रिया को दिए हुए बीजीय व्यंजक का गृणनखंडन ([8९078960) 
करना कहते हैं। जो सरल व्यंजक इस क्रिया से प्राप्त होते हैं, वे दिए हुए बीजीय 
व्यंजक के गृगनखंड (४७७५४) कहलाते हैं। उदाहरण के लिए, क्योंकि (४+४) और 
(७-४७) का गुणनफल 6०-४2 है, अतः 


4ा- 87 # (७ + 9) (8- ४) () 


इस प्रकार, जब हम (४-४?) का गुणनखंडन करते हैं, तो हमें गुणमखंड ८+8& और 
४-४ प्राप्त होते हैं। फलत; ऊपर के सम्बन्ध ([) को दो प्रकार से देखा जा सकता 


3. 


है: 
).. ४-४१, (६+४७) और (४-४) का गुणनफल है। 
2, (6+ 8) और (४-४), ०-४? के गुणनखंड हैं। 


टिणणी : इस पूरे अध्याय में पद व्यंजक से हमारा तात्पर्य बीजीय व्यंजक से होगा। 


याद कीजिए कि अभी तक हमने दिए हुए बीजीय व्यंजक के गुणनखंडन के लिए 
निम्नलिखित विधियों का प्रयोग किया है : 


3. दो अथवा अधिक पदों में से एक सार्व (८#छा०ा) गुणनखंड' निकालना 


2. पदों के किसी समूह में से एक सार्व गुणनखंड निकालना [समूहन विधि (6#०कांश8 
0॥९॥॥0०)) ह 


उदाहरण ॥ : गुणनखंडन कीजिए : 
(0) 2079 + 609४7 + ॥00%+ 


(0) 20 + 2009 + उतारे + 3) 


बहुपद 23 


हल ३. (७) 2४9+ 0४७४ + 00४: (209) (४+ 3५ + 5.00 


(0) 2.0 + 209५+ 3097 + 39 5८. (2. + 2009) + (3,7४१ + 39)) 
हू 23 (ए+ ५) + 3४ (४ + )) 
| हू (2.0 + 397) (४ + 9) 
टिणपण्ी । कभी-कभी पदों का समूहन भिन्‍न-भिन्‍न प्रकार से किया जा सकता है। 
उदाहरणत: हम समूहन इस भौँति भी कर सकते थे : 
20 + 2009 + 30090 + 39 ८ (2.४ + 3,202) + (2.09 + 300) 
(पहले-तीसरे तथा दूसरे-चौथे 
पदों को समूहित कर) 
४ (2.0 + 397) + ५ (2४7 + 3४) 
(2.0 + 392) (५ + 9), पहले की भौति 
3, नीचे दी गई सर्वपमिकाओं को ग्रयोग द्वारा; 
()  (४+ 9) 5 ८? + 260 + ४* 
0) (५-०४) +> ८ - 260 + 9 
(त) (६+ ७) (४-४७) + ८ - ४? 
(५०) (+ दो (४+ 8) 5 ४ + (6 + 2)% + ०0 
(५)  (6+ 9)7 ८ को + 3629 + 3622+ #" > क। + 63 + 340 (6 + ४) 
(श) (४-४) < था - 36% + 307 - 63 ८ 7 - 8) -- 360 (ध- 0) 
(शा) (७४+2+ ८) > 6 + 2४ + ८: + 260 + 292 + 2८6 
वास्तव में, सर्वसमिकाएँ () और (॥) समतुल्य हैं। यदि इनमें से किसी भी एक में 
& के स्थान पर -& लिख दें, तो दूसरी आ जाएगी। यहाँ इन्हें सुविधा की दृष्टि से 
अलग-अलग लिखा गया है। इसी प्रकार ऊपर (७) और (शा) में भी कोई अंतर नहीं; 
ये भी समतुल्य हैं। ऊपर की सर्वश्षमिकाओं तथा गुणनखंडन किए जाने वाले व्यंजक, 
माना & के विषय में, निम्नलिखित तथ्यों पर भी ध्यान दीजिए ; 
& को यदि दो व्यंजकों को वर्गों के अंवर के रूप में लिखा जा सकता है, हो ऊपर 
की सर्वापामिका ता) . का प्रयोग करना होगा। 


॥| 


उदाहरणत: 492 - 25/ « (2.0)2 - (5५2) > (2.0+ 590 (2: - 552) 


हु गणित 


॥ को यदि ऐसे तीन पदों में ला सकें जिनमें से दो किन्हीं व्यंजकों के वर्ग हों, तो 
यर्वपम्रिका () या (॥) उपयोगी हो सकती है। 
उदाहरण 2 ; 4०+ |2."+9)7 का गुणनखंडन कीजिए। 
छल : ध्यान दीजिए कि 40 > (20)? 5 ०? कहिए और 9४ - (3४) ८ ४४१ कहिए। यहाँ 
४ «2६ और #<39 हैं। इससे सुझाव मिलता है कि शायद सर्वसमिका । या ॥ काम 
आ जाए। अब हम तीसरे पद को जाँचकर देखेंगे कि क्‍या यह 269 अथवा 
-240 है। अब 20'-2(2/) (3)) को 260 लिखा जा सकता है। अतः सर्वसमिका () 
का प्रयोग किया जा सकता है और दिया हुआ व्यंजक (४+४)2 के तुल्य है। फलत; 
40 + (00 + 9४7 (200? + 2 (20) (39) + (30) 5 (25 + 39) 
(20 + 3५) (2.0 + 39) 
3 को यदि ऐसे व्यंजक के तुल्य बनाया जा सको जिसमें तीन पद किन्हीं व्यंजकों 
के वर्ग हों, तो सर्वसमिका (शा) उपयोगी हो सकती है। 
साहरण 3 ; +4+ 9: +40-6/:- 2: का गुणनखंडन कीजिए। 
छल ; तीन बर्गों, ४,(2)2, तथा (3:) की उपस्थिति ज्ञान कराती है कि सर्वसमिका 
(५) का प्रयोग किया जा सकता है। अतः हम लिखते हैं : 
४ &< ० + (2) + (32) + 40 - 6: - 2: 


अब हम देखते हैं कि गुणन पदों में अंतिम दो पद ऋणात्मक हैं, और इन दोनों में 
दहा 


(| 


अन; हम » को इस प्रकार लिखते हैं : 


| + ॥॥ +(2॥ + (>32)7 + 2.2,0 + 2... (-3:) + 2.2, (-32) 5 (७ + 2 - 32)7 


« (३+ >2- >3:) (५ + 2 -3:) 


52, कक ल्यक हल $ 
वंकल्पिक हल : ध्यान दीजिए कि व्यंजक के पहले दो पद क्रमश: £ तथा 2 के 


वर्ग हैं। इससे सुझाव मिलता है कि व्यंजक / के पदों का निम्नानुसार समूहन करना 
चाहिए : 


तर 
|| 


(४ + 4.0 + 4) + 92) - 60: - ]22 


॥ 


(४ + 2) + (35) - 6: (५ + 2) 


बहुपद 5 25 


(सर्वममिका () का प्रयोग कर और अंतिम दो पदों में से 6: बाहर निकालकर) 
(४+ 2)? + (309?-2 (७+ 2) (30) _ ह । 

[७ + 2) - (32 | 

(४+ 2-32) 5 (४+ 2- 32). (४ + 2- 32) 

टिप्पणी : क्‍योंकि ४ का वर्ग वही होता है जो -० का, अत: ऊपर » को हम 

(-४-2+ 327? या (3४-४-2)? भी मान सकते थे। 

8 को यदि ऐसे व्यंजक के तुल्य बनाया जा सके जिसमें () दो पद किन्हीं व्यंजकों 

के घन हों, और (॥) शेष दो पद 3 के गुषज हों वो सर्वपमिका (४) या (शा) 

लाभप्रद हो सकती है। 


॥ 


उदाहरण 4 : व्यंजक 277 + 54926 + 3654? + 89? का गुणनखंडन कीजिए। 
हल : ध्यान दीजिए कि प्रथम पद ३9 का घन है और अंतिम पद 24 का घन है। 
शेष दोनों पद 3 से विभाजित हो जाते हैं। फलत: दिया हुआ व्यंजक सर्वसमिका (५) 
की एक सम्भव दशा है। इसे बदलकर नीचे की भाँति लिखा जा सकता है: 

(३9) + 3३99)? (24) + 3(39) (24) + (20) या, (३७ + 24)? 
या, (39 + 24) (39 + 24) (39 + 24) 
व्पिणी : ($३+24)' को (39+24) (५ + 20) (9 + 20) लिखकर, सामान्य रूप से 
गुणा कीजिए और अपने हल की सत्यता जाँचिए। 
उदाहरण 5 ; व्यंजक 8०-60? + 509 - 25 का गुणनखंडन कीजिए। 
ले : ध्यान दीजिए कि प्रथम पद 24का और अंतिम -5 का घन है। शेष दोनों 
पद3 से विभाजित हो जाते हैं। अत: यह व्यंजक सर्वसमिका (७) की एक सम्भव 
दशा है। इसे निम्न भाँति लिखा जा सकता है : 

(24) - (5)) - 3.26.5 (2४-5) 5 (2-5)? [सर्वममिका (शा) से ] 

न (26-5) (28- 5) (26 - 5) 


& यदि £2+४४+८ के रूप में हो और आप दो अचर » वथा 4 ऐसे खोज सकें 
कि ४5/+५, ८ 5|५, तो सर्वसमिका (५) का प्रयोग करें। 
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र्दाहरण 6 : ४ +20+ 04 का गुणनखंडन कौजिए। 
हल : क्‍योंकि दिया गया व्यंजक 32 + ४४+८ के रूप में है, हम ऐसे दो अचर # 
और ५ खोजने का प्रयास करेंगे कि 
?+02] तथा #05८5 04 
स्पष्टत: # तथा ५ दोनों धनात्मक हैं।. 
यहाँ युक्ति यह लगाएँगे कि अचर पद ८ को दो संख्याओं के गुणनफल के रूप में 
लिखा जाए। यदि इन संख्याओं का योगफल » का गुर्णांक & आ जाए, तो काम बन 
जाएगा। यहाँ 
€ [04:27 52-49 26% 8935 
हर बार जब हम ८ को गुणनफल के रूप में लिखें, हमें देखना चाहिए कि क्‍या दोनों 
गुणनखंडों का योगफल ७ आया। यहाँ #52। है, और हम देखते हैं कि 
2+52>2, 4+ 26 > 2!, 8 + 3 5 2], 
फलत: दिए गए व्यंजक का गुणनखंडन है (४+ 8) (४+ 3)। अतः 
2ँ४ + 20 + 04 5 (४ + 8) (४ + 3) 
टिप्पणी : वास्तव में, मध्य पद 2[:कों दो भागों ($६ और 8) में बाँटते हुए 
कक 2[0+ 04 » 2+ 30+ है + 04. 
(४४ + 3:0) + (8४ + 04) 
४ (४ + [3) + 8 (४+ 3) 
(४ + 8) (४ + 3) 
उदाहरण # : ()४+ 25-63 और (#)४2-5:+6 का गुणनखंडन कीजिए) 
हल ; () यहाँ अचर पद -63 ऋणात्मक है। इसकां अर्थ यह हुआ कि यदि हम 
दो अचर » और ६ ऐसे निकाल सकें कि 
?+ 452, और /५--63, तो 


क्योंकि /4 ऋणात्मक है, यह स्पष्ट है कि # और ८में से एक ऋणात्मक होगा। 
आइए 9 और ० निकालने के लिए अंटकल लगाएँ। अब 


|] 
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-63<0 » (-2(] 5 (-3) »2। +9 ६८56 कली 
क्योंकि हम चाहते हैं कि दोनों गुणनखंडों का योगफल 2 हो, हम ऊपर से गुणनखंडों 
9 और -7 का युग्म चुन लेते हैं। फलतः 
7 + 27-63 5 ((+ 9) (0-7) 
वास्तव में, मध्य पद 2: को दो भागों 9: और -7 में बाँटने पर 
कं +े 20-63 5 ० + (90-70 - 63 
के (पं हम 9.) - (7४ + 63) 
न 2 (४+ 9)-7 (४+ 9) 
ने (४+ 9) (४- 7) 
(॥) यहाँ दो अचर » और ४ ऐसे निकालने हैं कि 
' 9+ 45-35 और श्व्5 6 
क्योंकि »+49 ऋणात्मक है, अतः # और ० में से कम-से-कम एक तो ऋणात्मक 
है ही। पर साथ ही क्‍योंकि ;4 धनात्मक है, तो # और 4 या तो दोनों ही धनात्मक 


होंगे या दोनों ही ऋणात्मक। इस प्रकार »4 में से एक के ऋणात्मक होने के कारण 
ये दोनों ही ऋणात्मक हैं। अब 


6-(-)2(-6-(-2)४८3 
आत+ आऊ 50: और 2 «ते लेने से हगारों काम चल जाएगा। फलतः 
.. दी-58+65(४-2)0-3)... 
टिप्पणी ; # तथा 4 के मान निकालने के लिए आप सम्बन्ध 
(0- ६१ 5 (0 + 4)? - 494 । 
का प्रयोग कर सकते हैं। ऊपर () से 9+4 और #4 का मान लेने पर 
(७- 4) < 22 - 4 3९ (- 63) + 256 > (6)? 


फलत: #-4+>।6 अथवा #-45-6 हुआ। यदि »-45 6, तो क्‍योंकि 
| #+452 है, #59 तथा 4८-7 हुआ। इसी प्रकार यदि 9-4-5-]6, तो 
7<-7 तथा 6-9 होगा। 


गणित 


१ (४+3))0-(६४-))१- 69 (४-७) को सरल कीजिए। 


४३८४ ७ हए। तु 
पाए | 


पल : माना कि 


४+क | हू 4, ४-90 
तब 80... + (+))७४-)») 
+ 2-9 
तथा 4-89 हू (४+9)-(४-9») 5८ 29 


अब (४ + ५) - (४-५) - 69 (४ - $?) (६४+ 9) - (४- )) - 3(४४ - 9१) (20) 
रू 6+- 9) - 360 (6-2) 

« (६-9)? 

6 [(+9)- (४-८७) 

5 (290 

न 9) 


॥ 


प्रश्नावली 2.॥ 
१. निम्नलिखित में से प्रत्येक का गुणनखंडन कौजिए ; 
(४) 3.07 + 68४ (0) कक + 2[7प (०) 3७:4१ + 2904 + 9 
(व) बोएी + 2677 + ६?| (6) 46.0 + 259 + 09 () ०७7 + #7* + धर + 94* 


2. किप्ली उपयुक्त सर्वसमिका का प्रयोग कर निललिखित में से प्रत्येक का गुणनखंडन 
कीजिए : 


(8) 40 + 40% + ४7 (0) 9४४ - 6.0४ + ४४ (०) ४ - 4४? 
(9) 25% - 364: (8) 4967 - 4268 + 9४४ () 60 + 2420 + 997 
(९) ४-४४ + 2५ + ! (89) 472-4%7 + 46 + | 


3. गुणनखंडन कीजिए : 
(8) 77 + ६ + 97 + 200 + 67 + 647 
(0) 4 + 6 + 4) + 86 + 49 + 4. 
(2) ४ + ४४ + -209 + 2282-29: 


(9) 4६7 + 99१ + 6१ + [248 + 4642८ + 69८ 


बहुपद ह 29 


0. 


उपयुक्त सर्वसमिका के प्रयोग से प्रत्येक निम्नलिखित बीजीय व्यंजक का गुणनखंडन 
कीजिए ; 

(४) को + 8 + 6079 + 2087 

(0) हित + ऐ + 2./29 + 6.07. 

(०0) 8४7 + 2747 + 36724 + 54५794* 

(9) 897 - 2747 - 36974 + 5%व4* 

(७) 2) - 20 (४-4) - 64 

(] वीडी - 36%४ + 36077 - #7 

निम्नलिखित बीजीय व्यंजकों का गुणनखंडन कीजिए ; 

(9) &2+#- 2 (9) ४ - 40४ + 25 (०) >- 2। 

(0) -0५४+ 9 (2) # + 229 + 9 -] () ४) - 307 + 30- | 
(8) (४+2)ै+/#* + 22 (४+ 2) 

(४ + 8)) + (४-४)? + 6० (४४-४2) को सरल कीजिए। 

गुणनखंडन कीजिए : 


रे 2+0< + हि | छ २-40 ई 92 
(8) ठ 6* + ठ्ठ ध ह (9) ध*+ -६8+ हा 9 

2 ४४ 4 3 2 हि _ 
(९) पक (9) हक ठ 5 + हि + हु 


| | ] ] 
80.2 20 6० 0 67:63 >_>ध3+->त20+ 002 +>-]3 
(९) 927 -/7“4+ वु/५7 “5794 (0) 67 + यू 89+ ह 405 + ठ्त | 


सिद्ध कीजिए कि यदि ८+४ शून्य न हो, तो ४:०+४ निम्नलिखित समीकरण का हल है: 
4(४-८) + 240 - 0(५४- ४) ह 

यदि 2(6? + ४?) > (४+ ४) हो, तो सिद्ध कीजिए कि ८८४ है। 

निम्नलिखित व्यंजकों का गुणनखंडन कीजिए; 


(3)... 4/-४/ (0). ८ /- 66/ 
(०0) ०7- (9-८)? , (9). #+ 759 + 297 
(6)... ४४ + 260- 9? - 269 (0)... (४४+ 5) + 4 (४४ + 3) - 2 


[संकेत: (]) में &+« को » लिखिए।] 
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११. यदि /४ + | + ६ (४ + ४) (४+ 0), तो /+|५+ (४ का गुणनखंडन कीजिए। 


[संकेत : दाएँ पक्ष का प्रसार कीजिए। अब # और 4के मान ८तथा ४ के पदों में 
निकालिए और इन मानों को गुणनखंडन करने वाले व्यंजक में रखिए।] 


79.3 ढ&ए+0+ 2 कप वाले व्यंजकों का गुणनखंडन 
आप पहले सीख चुके हैं कि 2 +#५+८ रूप के बीजीय व्यंजकों का गुणनखंडन करने 
के लिए मध्य पद # को दो ऐसे भागों # और ४ में बाँटते हैं कि #+45४ और 
74 ८ हो जाए। यह दिखाया जा सकता है कि हम बीजीय व्यंजक &८ + ४४ + ८ 
जहाँ 6&0, का गुणनखंडन भी इसके मध्य पद को दो भागों में बॉँटकर कर सकते 
हैं, यदि हम दो पूर्णाक » और ० ऐसे निकाल सकें कि 

98-“]2+ 9, ८८८ [६ 
अब उदाहरणों से इस विधि को समझाया जाएगा। 


टिप्णशी ; इस बात की कोई गारंटी नहीं कि हम ऊपर जैसे # और 4 खोज ही सकेंगे। 
उदाहरण ॥2 देखिए। 


उदाहरग 9 ; 22 +7:+3 का गुणनखंडन कीजिए। 
हल : आइए, ऐसे पूर्णाक # और 6 खोजें कि 
2+4<7 (४ का गुणांक) 
और /4522»3 (४ के गुणांक और अचर पद का गुणनफल)। 
अब 6 को हम लिख सकते हैं, /:6 था 2»3। हम देखते हैं कि +6-7 है। 


अतः हम #5] और ०56 ले सकते हैं। » तथा 4 के इन मानों के लिए हम दिए 
गए व्यंजक को इस भाँति लिख सकते हैं 


200 +7/7+3 & 2/“+ (]+ 6)%+ 3 
न 202 + ४ + 6/+ 3 
|. (2 + 0 + (6: + 3) 
रू & (20+ ])+ 3 (20 + !) 
5 (26+ |) (६+ 3) 
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उदाहरण ॥0 : 6: +5५-6 के गुणनर्खंड कीजिए। 
हल ; हमें ऐसे पूर्णाक । तथा # खोजने हैं कि 

/+॥ 5 5 (४ का गुणांक) 
और... # 5 6» (-6) 5-36 (£ के गुणांक और अचर पद का गुणनफल) 
क्योंकि ## एक ऋण पूर्णाक है, अत: / तथा # में से एक धन और दूसरा ऋण 
पूर्णाक होगा। अब -36 को लिखा जा सकता है :; 
%(-36) या -] » 36 या 22 (-8) या -2ल्‍८8 या 3ल्‍८(-2) या -3 ५५ 2 या 4५ (-9) था 
-4 ८9 आदि। 


अब आकर हम पाते हैं कि -4+ 9 - 5 हो जाता है। अत: हम /७-4 और 
#< 9 ले सकते हैं! / और # के यह मान लेने पर दिया गया व्य॑ंजक इस प्रकार 
लिखा जा सकता है : ह 
6: + 5.0- 6 6 + (9-4) /- 6 

हू 60 + 90-4६- 6 

न (605 + 9.) - (40 + 6) 

-< 35 (20 + 3) - 2(22 + 3) 
से (2.0+ 3) (3५४ - 2) 


उदाहरण ॥॥ ; !2४-75+! का गुणनखंडन कीजिए। 

हल : ऐसे पूर्णाक » और खोजने हैं कि #+ 0-7, और »95 ॥2 हों। 
क्योंकि 9+५ एक ऋण पूर्णाक है, अतः #» और ० में से कम-से-कम एक तो अवश्य 
ही ऋण पूर्णाक होगा। पर साथ ही #4 के एक धन पूर्णाक होने के कारण या तो 
/ और 8 दोनों ही धनात्मक होंगे, या फिर दोनों ही ऋणात्मक। क्‍योंकि इनमें से एक 
तो ऋणात्मक है ही, अतः दोनों ही ऋणात्मक होंगे। अतः हम ॥2 के केबल ऋणात्मक 
गुणनखंड ही लेंगे। अब 


0 आय 00 अत  क) 
और इनमें से -3+(-4)--7 है। अतः 
]27-70 +] 5 |277-37-45+ | 


ू (2४ -3.0) - (4६- ) 

5 37 (40- ) + (-) २ (4४-) 

(45 - ) (3४ - ) 

उदाहरण ॥2 ; जाँचिए कि क्‍या ॥02+5:+। को दो रैंखिक गुणनखंडों के 
गुणनफल के रूप में व्यक्त किया जा सकता है। 

ल ; सम्भव होने की दशा में हमें ऐसे पूर्णाक तथा ऋखोजने हैं जिनके लिए 


[+0< 5 और 5 0 हो। अब 


)0 5 | & [052%८5 
पर इन युग्मों ), ॥0 और 2, 5 में से कोई ऐसा नहीं है जिसके पदों का योगफल 
5 हो। अतः दिए गए व्यंजक को पूर्णाक गुणांकों वाले रैखिक गुणनखंडों के गुणनफल 
के रूप में नहीं लिखा जा सकता। 
अभी तक हमने जो व्यंजक लिए उनमें गुणांक केवल पूर्णाक थे और हमने गुणनखंड 
भी केवल पूर्णाक गुणांकों वाले लिए। लेकिन मध्य पद को बाँटकर 6.7+#%४+ ८ के 
गुणनखंड करने की विधि उस दशा में भी काम देती है जब गुणांक चाहे पूर्णांक न 
भी हों। हाँ, यह बात और है कि इस दशा में गुणनखंडों के गुणांकों का भी पूर्णाक 
होना आवश्यक नहीं। इस दशा में हम ऐसी वास्तविक संख्या / और # खोजने का 
प्रयास करेंगे जिनके लिए ह 

[+7%2 और ॥# > ८८ 


हो! आइए, उदाहरणों द्वारा इस प्रक्रम को समझा जाए। 
9 |॒ 
उदाहरण ॥3 : 79 -3/+4 के गुणनखंड कौजिए। 
इल : हमें ऐसी वास्तविक संख्याएँ / और #% खोजनी हैं कि 
(+ ८-3 और ॥-2 


क्योंकि /+# ऋणात्मक है, अतः / और # में से कम-से-कम एक तो अवश्य 
ऋणात्मक है। लेकिन /॥ के धनात्मक होने के कारण । और # या तो दोनों ही ४७ 
नात्मक हैं या दोनों ही ऋणात्मक। क्योंकि दोनों में से एक तो ऋणात्मक है ही, अतः - 
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दोनों ही ऋणात्मक हैं। स्पष्ट है कि / और »# के मान -) और -2 लिए जा सकते 
हैं। माना कि 7--4 और #>-2 है। अब 


[ |. .+ न्‍ 
हे नफरत की 20005 (मध्य पद को बाँटकर) 
का 
+ (22 -“»)-2/+4 (समूहन करने पर) 
“तल 
+»(72 ) पा ) 
| 
न शा आर । -4 
(72 )2(५-4) 
] 
नर 7 -2)(४-4) 


प्पणियाँ : . जब गुणांक परिमेय संख्याएँ हों, तो आपको इस बात पर थोडा ध्यान 
देना चाहिए कि आप समूहित किए गए पदों में से क्‍या सार्व गुणनखंड निकाल रहे 
हैं। पहले समूह के दो पदों में से जो गुणनखंड उपयुक्त लगे, वह ले लीजिए। लेकिन 
दूसरे समूह में से वह गुणनखंड लीजिए जिससे इस समूह में भी वही रैखिक गुणनखंड 
बचे जो पहले समूह में आया हुआ है। उदाहरणत: हमने पहले समूह में से » बाहर 


निकाला और इससे हमें रैखिक गुणनखंड त् -)) प्राप्त हुआ। अब दूसरे समूह 


(-2/+4) में से हम --2 बाहर निकाल सकते थे और इससे (»-2) गुणनखंड बचता। 


पर क्‍योंकि हम तो रैखिक गुणनखंड तर -)) लाना चाहते थे, अत: हमने -4 बाहर 
लिया जिससे इच्छित गुणनखंड आ गया। वैकल्पिक रूप से, हम पहले समूह में से 


] 

(77%) लेकर नीचे लिखे अनुसार क्रिया कर सकते थे : 
] 
छी07-9)-20+4559(00-20-2(0-2) 

] 
ध्ज। 0 हु “ 2) 


] 
के 00 72000) 
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2. यदि किसी रैखिक गुणनखंड में एक या एक से अधिक गुणांक पूर्णीक न हों, त्तो 
ऐसी उपयुक्त संख्या को इनमें से निकालिए. कि इनके गुणांक पूर्णाक बन जाएँ। 


में रू | 
उदाहरणत: हमने ८ -|) में से 7 जहर लेकर इसे (3277) के स्थान पर 
ठ (»/-2) लिखा। यह एक अच्छी विधि है। 


|| ह 22 
3. आप दिए हुए व्यंजक को जा -659+8) लिखकर 92-69 +8 के गुणनखंड 
निकालने का प्रयास भी कर सकते थे। बहुधा यह युक्ति काम आ जाती है। अगला 
उदाहरण देखिए। 
अहरण ॥4 : ४ -25+प7८ का गुणनखंडन कीजिए। .. 
४० : दिया गया व्यंजक इस प्रकार लिखा जा सकता है : 


7 4 
2:52 >> 5८5 ---(652 - 32. 
27-22 + हर हू ([622 - 32%+ 7) 


>_3॥632 _ 2४+-- 
न्पूद6% 285%-4>5+ 7] 


न तह 45४(4% - 7) -(4४ - 7)] 


] 
के वह ४ - 7)(4४- ) 


उतरने 49 : ४१४ +:+6४3 के गुणनखंड कीजिए। 
४ल : हमें ऐसे पूर्णाण / और # निकालने हैं कि 
/+#॥< [|, तथा /#< 396. < 8 


स्पष्टत:ः /०9 और #+>2 यहाँ काम दे जाएँगे। 


बट +]]%+6४3 > जिद + (9:+ 253) + 643 (मध्य पद को बॉटकर) 


बहुपद ३5 


# (४33 +9५)+ (25+ 0653) 


# (५3.0(5+ 343) + 2(४+ 3५3) 
(हक ३,/3)(४३४ + 2) 


प्रश्नावली 2.2 


.. निम्नलिखित प्रत्येक व्यंजक को पूर्णांक गुणांकों वाले रैखिक गुणनखंडों के गुणनफल के 
रूप में व्यक्त कीजिए ; 


(2) 527 + 68+ 3 (0) 9:7 + 8: + 8 (0) 2./ + |]४- 2] 
(0) 270 - 7:- 5 (७) 3४४ - [45 + है () 3४2 - 0॥+ 8 
(8) 6/2 + ।7# + !2 0॥) 24#2-4# + 2 0) 4%*- |79-2 


[संकेत ; (४) 288 52% ]44 54% 72- 8» 36  |6 /: 8 32» 9 - ...] 


2. उदाहरण ॥4 कौ विधि से निम्नलिखित में से प्रत्येक व्यंजक् का गुणनखंडन वास्तविक 
संख्याओं के गुणांकों वाले"रैखिंक गुणनखंडों में कीजिए: 


।। ! 

3 थे: ८० है०- ० 2... (६+>- 

(2) 3“+ द्द (0) 25* - ४ + हु 
02 ; 0) 3१ का है | 
का 20077 वी ० 077 


; ] 
9]02 - 2:+-_- 
(6) 2५ वक्त 


3. गुणनखंडन कीजिए ; 
(0) ४252 +3%&+ ४2 
(0) 2:४2 +3,/3:+3 [संकेत :॥#< 22:3-22९४3 २१] 
(०) 5५532 +20:+ 345 [संकेत : 5.5, 3.5 < 53८3, ४५9८५5] 
(0) 2%2 + 3५50 + 5 
(९) 752+2/4%+2 
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2,4 ४४ का गुणनखंडन 
आप सर्वबसमिका (४) (४+ ७ #. + 9) + 300 (४+ 3) 
से परिचित हैं। यहाँ से ,0+ 9 > (४+9))-3४५ ७ + 9) 


(४+ 9) [((+ 3) - 30) 


|| 


८ ७+)(४-२+७) 
इस. प्रकार हमें निम्मलिखित सर्वसमिका प्राप्त होती है : 
(शा) 0+७ ८ (४+ ७) (४ -.0/ + १!) 
इसी प्रकार, सर्वसमिका (शा) अर्थात्‌ 

(४-३) रू >)-»-39» (४-39) 


से हमें प्राप्त होता है; +-3? 


(४-३) + 32५ (४-७) 
- (४-9) [-)») + 3.9) 
+ (४-)) (४४ + 20 + ४) 
फलत: हमें निम्नलिखित सर्वसमिका प्राप्त होती है : 
(पे). ४-9 5 (४-)) (४४ + 2) + 37) 
उदाहरण ॥6 : 27४+ 649 के गुणनखंड कीजिए) 
हल ;.. 27% + 64) « (30) + (4))3 


८ (3४ + 49) ((3:0* - (39) (4) + (4))?) [सर्वसमिका शा से| 
८ (3: + 49) (9४ - 2.0 + 6)0 के 
उदाहरण ॥7 ; ८7 + 36% + 3402 + ४१ - 8 के गुणनखंड कीजिए! 
हल 8 व+347 + 3697 + 9-8 < (6+ 8) - 23 


हा 


((७+ 2) -2)]) ((४ + 2)? + (७ + 0).2 + 22) 
(ध+09-2) (४ + 240 + 97 + 28 + 28 + 4) 


ता 


बहुपद + ०१ 37 


। 2.5 00% + ४23 - 305४ का गुणनस्वंडन 
अब हम व्यंजक >+9) + ४-30 के गुणनखंड निकालेंगे। 
के के 9 +2 - ३30४४ 5८ (0+97) + ४ - ३-07 
ह रू. ([(४+ 9) - 3.0 (४+ ७)) + 2 - 30: 
5 ४ -37४+ ८ -385, जहाँ #-:+» है। 
न. (0 + 2) - 30४४ - 3,052 
८ (६+ 2) (४2-४2 + 2) - 379 (४+ 2) 
न (४ + 2) (४? + 2 - ४2 - 3909) 


हू (#+9+ 6) [७+ 9) + 2-2 (४+ ४) - 3७0, 


क्योंकि ४< > + 
हू (४+9+ 2) [४४ + | + 209) + <४ - ४४- १८ - 3.0] 
(८+ 9 + 2) (८7 + ४ + 22 - ४ - ५2-४३) 


इस प्रकार हमें निम्नलिखित सर्वसमिका प्राप्त होती है : 


(५) क+ओी+2-302 + (४+ ५ + 2) (४४ + 9 + 22 - ४-37 - .)) 


ध्यान दीजिए कि यदि »+9+<£ शून्य हो, तो ऊपर (४) का दायाँ पक्ष शून्य हो जाता 
है। अत: बायाँ पक्ष भी शून्य हो जाएगा। फलत: हमें निम्नलिखित सर्वसमिका प्राप्त 
होती है। 


(जा) अ+)+ 2 532४8 यदि &+9+८50 है। 
सर्वसमिका (हा) को हम स्वतंत्र रूप से इस प्रकार प्राप्त कर सकते हैं : . 
माना कि ४+9+2>0, अर्थात्‌ ४5-(9+<6)। फलत: 
अ+ओीक शी रू (-(५9+२))२+ ७) + 2). 
' न + हो + 352 (७+ 2) + औ + ४ 


-395 (-0 + 3.55, क्योंकि »++2-<-> 


उदाहरण ॥8 ; ०2+४2+ ८: + ०8 + 60-2८ को ८-४-८ से गुणा कीजिए। 
. ' हल ४: 45७४--» ८5-४ होने पर दिए गए व्यंजक बन जाते हैं : 
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7 + ४ के 2 - ४ - ०६४२ - १८ और »+ /+ 2 
अतः अभीष्ट गुणनफल है : 
(के ॥+--.ए-ज४०-३६) (॥+ ७ + 2) > व के ७ +क ८ - 300८ [सर्वसमिका (४) से | 
इस प्रकार (८? + #7+ ८? + 49 + 0-2८) (४-9-८) # थी - ७ - ८ - 360८ 
उदाहरण १9 : 4-४3+ |+ 34७ के गुणनखंड कीजिए। 
4 + (-9)7 + 7 - 3 (७) (-/£) (!) 
(ध-9+ |) (७१ + 72 + |+ 60- ध + 8) 


(८-७ + ) (८? + ४2 + 60-6८+ 2 + !) 


[सर्वसमिका (४) से। 
उदाहरण 20 ; 24243 + 899 - 27८0 +8/240८ के गुणनखंड कीजिए। 
हल ५ ध्यान दीजिए कि दिए हुए व्यंजक को पुनः इस प्रकार लिख सकते हैं : 
(२2४)3 + (20)3 + (-30)3 - 3३(५5७)०७)(-३० 


हल $ 4-४१ +  + 347 


॥ 


॥ 


<(४24+20 - 30) ५ (282 + 402 + १८२ - 2./260 + 600 + 3./242), 
[सर्वसमिका (%) से| 
उदाहरण 2] : यदि 9>2-4, तो सिद्ध कीजिए कि 
वो + 649 + 9-8 5 0 
हल : दी गई समिका को #+८-2-0 लिखा जा सकता है। सर्वसमिका (5) से 


ही + 97 + (-2)) 


॥ 


3» ध % 9 2 (-2) 


फलत: &७0+6059+#|#१-8 5 0 
प्रश्नावली 2.3 
. निम्नलिखित प्रत्येक व्यंजक के गुणनखंड कीजिए : ह 
(४) 64६) + 279) (9) +)2 - [259) (०) 400083 + 277 
(१) 26४0 - 25$7 (8) 343 + 27/3 () 64 - 3432) 


(8) (४+ ४) - 8 0) #8) + 64%) 6) (४+ ४9) -(४-४)* 
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2. निम्नलिखित प्रत्येक व्यंजक के गुणनखंड कीजिए : 
(8) हो + 800 + 27८7 - 8689८ 
(0) 7-2747 + 870 + !क्का 
(0) 2 + 9 - 279 + 64 
(0) 8.0 - 2590 + 80:9 + 26 


(०) 24225 +6५/583 + ८३ - 260८[संकेत :6,/2 - 8,८2३ | 

(0) 24253 +335393 + ४565 - 3.69) 
3, गुणा कीजिए : 

(0) 2 +92+ 22-४0 + >/+ 92 को ४#+9-2८ से 

(0) ४? + 492 + 22 + 200 ++7- 292 की ४-29+£ से 

(०) ४ + 497 + 270-3:+ 6,)+9 को ४-29+3 से 

(१) 9४ + 259१ + 5.9 + 20-20/ +6 को 3४-59-4 से 
4. मान निकालिए ; 

(8) >+»-259 + 64, जेब &+ 9 5-4 

(0) ४-89) - 3670-26, जब ४ > 29 + 6 

(०) ७-4) + (४-2) + (४-८) - 3 (४-4) (४- 2) (४-८), जैंब 6 + 8 + ८ 5 ३४ 


5, सिद्ध कीजिए कि ७) + 93 + ८१ - 3680८ « ४ (ध+ 89 + ८) [४-० + (४ - ८)2 + (0 - 4)] 


[संकेत :(७०+ ४२ + ...) को ५ (222 + 20? + ..) लिखिएं।] 

6. सिद्ध कीजिए : 
(४+४)१ + (७+ ८) + (०+ ८-3 (2+2) (0+८०) (०+)52 (ढ + 8३ + 0-3०) 

2.6 शेषफल प्रभेय (0लाग्रशातेल 7॥९0शा॥) तथा गुणनखंड प्रमेय (एश्वञला- एगात्ताता) 
निम्नलिखित बीजीय व्यंजकों पर ध्यान दीजिए ; 


6) 20-5४ + 6:+ 7 (0) 42 + %- | | 
(0) ३४- 6 (४) 78 
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इन सब बीजीय व्यंजकों में निम्नलिखित विशेषताएँ हैं : 

4. प्रत्येक व्यंबक में केवल एक चर « है। 

2. प्रत्येक पद में चर की घात एक ऋणेतर (ऋण न हो, शून्य अथवा धन हो) पूर्णाक 
है। (५) में 78 जैसे पद को 78 जानिए।]) 


याद कीजिए कि ऐसे बीजीय व्यंजकों को एक चंर « वाला बहुपद कहते हें। 
बहुपद के प्रत्येक पद में संख्यात्मक गुणनखंड को इस पद के चर भाग का गुणांक 
कहते हैं। इस प्रकार ऊपर () में # का गुणांक 2 है। (#) में » का गुणांक 9 
है। ऊपर प्रत्येक बहुपद के अंतिम पद में & नहीं आता। इस पद को अचर पद कहा 
जाता है। इस प्रकार ऊपर (॥) में अचर पद -6 है। अचर पद को , (£ का शून्यवाँ 
घात) का गुणांक समझा जाता है। बहुपद में उच्चतम घातांक को, अर्थात्‌ सबसे बडी 
घात वाले पद के घातांक को बहुपद की घात कहा जाता है। 


, उदाहरणत: ऊपर बहुपद () की घात 3 है। घात 3 वाले बहुपद को त्रिघाती बहुपद 
कहा जाता है। ऊपर बहुपद (४) की घात 2 है। घात 2 वाले बहुपद को द्विघाती 
बहुपद कहा जाता है। बहुपदों (॥) और (४) के घात क्रमश: ॥ और 0 हैं। घात 
एक वाले बहुपद को रैखिक बहुपद कहा जाता है और घात शून्य वाले बहुपद अचर 
कहलाते हैं। 


हम बहुपदों को बहुधा /(४), १(४), /(»), ४00) जैसे प्रतीकों द्वारा व्यक्त करते 
हैं। इस प्रकार, हम लिख सकते हैं : 


0 5 की + ४४+ 6 0(9) 5 39 + 59- 2, 4(2) ८-77 + 8 आदि। 
ध्यान दीजिए कि बहुपद »(») में चर » है और बहुपद 4(८) का चर ८ है। 
अब निम्नलिखित बहुपद को लेते हैं : 
00 53:7-7४+3 ह 
यदि इस बहुपद में हम सभी पदों में « के स्थान पर 2 लिख दें, तो हमें प्राप्त होगा : 
(2) ८3% 27-72 2+ 3 
| 


4 | 


- 2 पर /(घ) का मान ॥ है। व्यापक रूप से, यदि 
क्री + 2४2 + 2४+ वें, ह 
: ८ वास्तविक संख्याएँ हैं, तो &5#पर /(४)का मान होगा : 
दाँत + 2: + 2६+वदे ह 
क रूप-विशेष वाले व्यंजकों के अलावा कुछ और नहीं है, अतः 
॥ व्यंजकों की ही भाँति जोड़ा, घटाया, गुणा किया और भाग किया 
, इनके विशेष रूप के कारण क्रियाविधि को एक सुविधाजनक ढंग 
होता है। आइए, कुछ उदाहरणों द्वारा इस बात को समझा जाए। 
>>) 5 »7 - 22 - 3 और 4 (७) 5५ । + ४) + (2 -- 7 का योग कीजिए। 
ते हैं कि बीजीय व्यंजकों का योग करने के लिए हम समान पदों 
हैं और चिन्हों को लेते हुए इनके गुणांकों का समूंहवार योग कर 
के सन्दर्भ में समान घात वाले पद ही समान पद होते हैं। फलत: 
- 4०) ८5 (४3-22 -- 3) + (८ + > + 52 -- 720) 

व >ी + (४) + 5020) + (-252 + ४2) + (--7.2) + (-3) 

| 2 + 2 - ४2 -- 7४- 3 


: आप योग की यह क्रिया ऊपर-से-नीचे इस प्रकार कर सकते हैं : 


72(>)  - 22 ्] 
4७४) न </+ऊऋरों +>ा -7»5 
4७०0) नह ४ + 2-४5 -752 -3 


टी ऊपर-से-नीचे वाली विधि का प्रयोग करते समय आपको इस बात 
ब्राहिए कि चर के समान घातों वाले पद एक-दूसरे की सीध में लिखे 
लिए बीच-बीच में खाली स्थान क्‍यों न छोडने पडें। 


व्‌(४)- न मा + ४-४2 - ४ को #(४४) 5 ४० + ४ + 302 + 7४-३4 में से 


-4(४) का मान ज्ञात करना है। 


बी. 5८. (#7 + ४८ + 302 + 70 - 4) - (#ए + प्र -- #2 - ४) 
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रू. हर - हर + (04 - ४) + (3४ + ४7) + (7४ + ४) - 4 

मे. हर -॥ + वी + 8॥ ८ 4 
टिप्पणी ; 4(७) को #(४) में से घटाना और -4(४) तथा #(४) का यौग करना, एक 
ही बात है। अब 


> ध(#) #- ४ - ॥ + ४7 + ॥  / (४) कहिए। 
अब »(४) और /(४) का पिछले उदाहरण की भौँति ऊपर-से-नीचे योग कर लीजिए। 
उदाहरण 24. : बहुपदों 

/0)59-3/2+ 49 और ४(9) २» +49+ 3 
का गुणनफल ज्ञात कीजिए। 


॥। 


(9) - 392 + 4)) (४४ + 49 + 3) 

रू 9) (४१ + 49 + 3)-39 (४ + 49 + 3) + 49 (४४ + 4) + 3) 

« ४४ + 49५ + 39) - 3/ - 29) - 99१ + 49) + 6/2 + ।29 

से. ४४ + (49 - 39) + (39 - 293 + 49) + (-992 + 692) + 29 
न ऑ+-579+77+[25 

टिप्पणी : ऊपर गुणनफल निकालने की क्रिया इन दो चरणों में की गई : 

चरण ॥ : /() के प्रत्येक पद को बारी-बारी से ४(७) से गुणा करना। 

अर्थात्‌ 

9809) 5 (४? + 49 + 3),-3)7.8(9) 5-9४ 67+ 49 + 3),4580) 5 49 (४2 +49+3) 
ज्ञात करना। | 


हल ; /0).8( 9) 


चरण 2 ; चरण वाले सब गुणनफलों का योग करना। अर्थात्‌ 
' ७,७0७) - 39280), और 49.20) का योग करना। 


इन दोनों चरणों की क्रिया को निम्नलिखित विधि से सुविधानुसार किया जा सकता है : 
8७) 


70) 


४३ + 49 + 3 


>-392 + 49. (वे बहुपद जिनको गुणा करना हे। ) ह 
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20) + ४ + 495 
(#0) के प्रत्येक पद को बारी बारी से ४0) से गुणा करने पर) 
-3/.80) 5 -3//-4297- 99 
49,8() हू 49 + [67 + 29 
70080) < #+//-5४ + 77 + 29 
(उपर्युक्त तीनों गुणनफलों को जोड़ने पर) 
एक बार चरणों की क्रिया विधि को समझ लेने के पश्चात हम बाईं ओर के पदों 
. और समान चिन्हों को नहीं लिखते और निम्न प्रकार गुणनफल निकालते हैं : 


३४४+4५+ 3 
» 9-39 + 49' 


हु + 49५# + 39) | 
-3#-2४#- 997. 
49) + 69 + 29 


ऑकओ - 5 + 7/7+ 29 
टिप्पणियाँ : ।. '/(0 की घात', घात /(9 द्वारा दशनि पर हम देखते हें 
घात /(39) 53, घात ४(9) 52, घात (/())8())) 55 
इस प्रकार, बात (/((»9४(७) 5 थात (/(७)+ जात (४(७)) 
याद कीजिए कि यदि दो बहुपद #(४) और 4(५) दिए हुए हों, तो हम दो बहुपद 4(४) 
और /(४) ऐसे ज्ञात कर सकते हैं कि 

(6). #?७0 + 4(०08७0 + 7.७० 

(४) या तो #(४) ८0 या घात /(() < घात ४00 ह 
हम कहते हैं कि जब »(४) को &(४) से भाग देते हैं, तो भागफ़ल ((१४०४८॥) 4(४) 
है और शेषफल (छगक्ष।त०) /(५) है। 


2. प्राय: (४) (भाज्य) की घात को ४(४) (भाजक) की घात से अधिक या इसके 
बराबर लिया जाता है। परन्तु आप घात #(४) < घात #(() भी ले सकते हैं। यह 
बात और है कि इस दशा में 4(४) 5 0 और #+()) 5 7(/) होता है। 


किसी बहुपद »(४) को &(९) से भाग देने का अर्थ है 4(४) और /(४) के मान 


श गणित 


ज्ञात करना। इसकी एक विधि तो है दीर्घ भाजन (णाड् (शंञंणा)। दूसरी विधि यह 
है कि #(») में उपयुक्त पदों को जोड़ते और घटाते हुए ४७) का एक गुणज 
(४(४)4 /)) और एक व्यंजक (/(४)) प्राप्त करना जहाँ #(४) की घात 4७) की घात 
से कम हो। यह दोनों विधियाँ नीचे उदाहरणों ठ्वार समझाई गई हें। 

उदाहरण 25 ; ॥ ४++2-5%:+] को #+! से भाग दीजिए। 

हल : दीर्घ भाजन 


दी + ४-6 





द + 3 + >> 55+ ! 


जा + 





यहाँ आकर हम रुक जाते हैं क्‍योंकि शेष पद 7 की घात भाजक »+] की घात 
से कम रह गई। वास्तव में, यहाँ 


भाज्य (४ रू ४#+ 3) + 2 5४ + [, 
भाजक 820) 5८ ४+ |, 
भागफल 4७0 5 ++ ४-6, और 


और शेषफल /(४) « 7 
अब 8०) . (४) + (0) 5५ (४+ ) (४2 + ४-6) + 7 
वैकल्पिक हल ; #00) ८& +) + 2 - 55 + ! 


की (४+ [])+57- 55 + 


को (४+ )+ 5 (४ + )-४8- 5: + ] 


७ जोड़ते और घटते हुए) 


|॥| 
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हू 2 (६+ ])+ 2 (४+ ])-65+ ! 
ने अओआ (|+ [)+5(४+ [)-6 (४+ [)+6+ ! 
हू » (४+ )++ (४+ ])-6 (४+ 7) + 7 
' न (४ +5४-6)(४+ [)+ 7 
इस प्रकार पूर्व की भाँति 
700 5-5 (४ +>-6) ६0 + 7, जहाँ भाजक (४) 5४+ | 
70 5 4९४. ६00 + # (0, जहाँ 400 ८ (४ + ४-6), और #/(४) 57 
अब हम आपको एक ऐसी विधि सिखाएँगे जिसके द्वारा यदि आपको घात एक से 
अधिक घात वाले किसी बहुपद को द्विपद ४-4 से भाग देना हो, तो बिना भाग 
लगाए शेषफल प्राप्त कर सकें। याद कीजिए कि शेषफल की घात भाजक की धात 
से कम होती है, और या फिर शेषफल शून्य होता है। यहाँ क्‍योंकि भाजक जात 
एक वाला बहुपद #&-०४ है, अतः या तो शेषफल की घात शून्य है, और या फिर 


शेषफल स्वर्य॑ शून्य है। अर्थात्‌ शेषफजल एक अचर है जिसका मान शून्य भी हो सकता 
है। आइए कुछ उदाहरण लें। 


उदाहरण 26 : बहुपद /(9) +३)+ »?2-29+ | को द्विपद »+3 से भाग देने पर जो 
शेषफल बचेगा,वह ज्ञातं कीजिए। 


हल -: आइए, शेषफल निकालने के लिए दीर्घ भाजन क्रिया का प्रयोग करें। 
ह 9० - 29 + 4 









न ] 
- (४) + 399 
-29£ -29+ | 
- (“29 - 6)) 
49 + | 
- (49 + 2) 





या 
/(-3) का परिकलन करने पर हम पाते हैं कि 
:.. 9(-3) + (-3) + (-3)?- 2.(-3) +] 


गणित 
हा णित 


हू +27+9+6+क 7 
>> -] (शेषफल ) 
आपने क्‍या देखा? जब 796) को »+3 अर्थात्‌ /-(-9) से भाग दिया गका, तो 
शेषफ़ल # (3) निकला। 
उदाहरण 27 : बहुपद (0) >/+ 20-32 +#-) को द्विषद ४-2 से भाग देने पर 
जो शेषफल आएगा वह बताइए। 
हल ; अचर के अलावा पदों में से हम >-2 गुणनखंड निकालने का प्रयास करेंगे। 
इसके लिए हर बार उपयुक्त पद को जोड़ते घटते जाएँगे। 
अब १0) रू :+20-3:2+ ४] ह 
€ 3 (४-2) +4/-3:2 +»-] (2४ घटाया और जोड़ा) 
रू २3 (४-2) + 40 (४-2) + 527 + ४- (-8:2 घठाया और जोड़ा) 
ञ (४-2) + 40 (५-2) + 52 (४-2) + ]:- | 
(-0: घटाया और जोडा) 
ू (४-2) + 42 (७-2) + 55 (४-2) + ] (६-2) + 2 
(-22 घटाया और जोड़ा) 
रू (६-2) (४४ + %४ + 55+ ]) + 2] 
अब /॥(0) 5 4(0.8(20 +7(0, घाव ॥5) < घाव #5) से तुलना करने पर हम पाते 
हैं कि शेषफल 2 है। दीर्घ भाजन विधि से इस परिणाम की सत्यता जाँचिए। अब 
72) निकालिए। 
7(2) 5 26+ 2(29) - 3(22) + 2- ! 
ऋू 6+6-2+2-] 
न 2] 
इससे ज्ञात होता है कि 
. जब /#&) को ४-2 से भाग दें, तो शेषफल »(2) होता है। 


ऐसा लगता है मानों एक प्रतिरूप उभर रहा है। इच्छानुसार कुछ बहुपद »(0 और ट्विपद 
४-४ लेकर /(0 को ४-४ से भाग दीजिए। जौँचिए कि क्या शेषफल सचमुच #(४) 
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है। क्‍या आपको परिणाम पर आश्चर्य हो रहा है? निम्नलिखित प्रमेय के कारण यह 
आश्चर्य बेकार हे। 


ग्रमेव 2.4 (शेषफल प्रमेय) : माना क्रि /(/ध) एक या एक में अधिक घाव वाला कोई 
बहुपद है और ८ कोर्द वास्तविक संख्या है। जब »(५) को द्विपद ४-८ से भाग दिया 
जाता है वो शेषफल /(५) होता है। 


उपपत्ति ; माना कि जब (2) को£-6 से भाग देते हैं, तो भागफल 4८७ और 
शेषफल /») आता है। इस दशा में 
ए0) # (४-4) 4०0 + 700 


जहाँ घात /(0< घात (४-4) या /(४)< 0। क्योंकि घात (४-4) , अत: पहले 
बताया गया /(/) एक अचर, कहिए +है। अत: »के समस्त मानों के लिए 


2०) (४-०) 4(७) + 7 
विशेष रूप से, ४-८ के लिए ऊपर से प्राप्त होता है 


2(व) न +. (4-०) 4(५)+ # 


॥ 


0,4(ध) + 7, 


या, (१(०) 


| 
अत: प्रमेय सिद्ध हुई। 
उदाहरण 28 ; यदि बहुपद ॥() - ४-3४ +27+ | को »9-]! से भाग दिया जाए, 
तो शेषफल क्‍या होगा ? 
हल : शेषफल प्रमेय द्वारा शेषफल है: 
/() 5 [7+-3.[2 + 2.]+ ! 
रू |-3+2+|] 
न 
उदाहरण 29 ; यदि बहुपद #(४)52+47+2 को £+2 से भाग दें, तो शेषफल 
' बताइए। 
हल : > +2<>»-(-2)) अतः शेषफल प्रमेय से शेषफल होगा : 
7-2) 5 (-2)2+ 4. (-2) + 2 


न गणित 


- ब>9$+ 2 
न पी 
आप जानते हैं कि जब बहुपद »(४) को द्विपद +-० से भाग दें, तो 
20) 5 (४-4) 4) + 7) ह 
जहाँ 4(७) भागफल है और /(४) शेषफल। शेषफल प्रमेय से /(0) और कुछ नहीं वरन्‌ 
अचर #(४) है। इस प्रकार 
20) 5 (४-०) 4७०) + 7(५) , (4) 
यदि 2(4) 5 0, तो 
270) 5 (४-५) 4७७), 


और इससे ज्ञात होता है ४-४, »(0का एक गुणनखंड है। दूसरी ओर यदि »-८ 
/() का गुणनखंड हो, तो किसी बहुपद ४(७) के लिए 


/() 5 (४-०५) 800 (2) 
होगा। इस स्थिति में (2) के प्रयोग से (0) को ४-4 से भाग देने पर शेषफल होगा 
/(०) 5 (4-१) &(०) 
इस प्रकार हमें निम्नलिखित परिणाम प्राप्त होता है : 


प्रमेय 2.2 (गुणनखंड प्रमेय) ; यदि #(0) घाव #॥ > ॥ वाला बहुपद हो और 6 कोई 
वास्तविक संख्या हो, तो ह ' 


(0) /()5० होने पर (४-०), #(.) का गुणनखंड होगा। 
(0) (४-4) के /(४) का गुपनखंड होने पर #(6)- 0 होगा। 


टिप्पणी : यह प्रमेय घात ॥ वाले बहुपदों के लिए भी मान्य है। परन्तु यह कोई रोचक 


स्थिति नहीं है क्योंकि इस स्थिति में (६) का घात शून्य होता है। वास्तव में ऊपर | 
समता (॥) से 


घात #(४) + घात (४-०) 4(७) ) 
# थात (४-०)+ घात 4(5) 
5 + थात 400 
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इसका अर्थ हुआ कि 
घात 4(७ + घात #(0- 
जिससे कि 7०) की घात ॥ होने के कारण घात (05 0 
उदाहरण 30 : निश्चित कीजिए कि ४-3 बहुपद 
2) 5८. >> -3४2 + 45- !2 ह 
का गुणनखंड है अथवा नहीं। 
हल : गुणनखंड प्रमेय के कारण ४-3 को #(0 का गुणनखंड होने के लिए आवश्यक 
होगा की »#(3)-0 हो। अब 


2(3) 5 33-3% 32+ 4» 3- 2 
27-27+ ।2- 2 
न्‍ः 0 


फलत: ४-3 दिए गए बहुपद का गुणनखंड है। 
उदाहरण 3॥ ४ यदि ४-6 बहुपद 

22) ८ '>-(४:-)%+2 
का गुणनखंड हो, तो ८ का मान निकालिए। 


हल ; क्योंकि ४-6, 7900 का गुणनखंड है, अतः गुणनखंड प्रमेय से 


2(०) 5 0 
या ८0-(६2- ])8+2 5< 0 
या धक् ऊ>2 


उदाहरण 32 5 गुणनखंड प्रमेय के प्रयोग द्वारा # + 9) + ४१ - 3:5८ का गुणनखंडन 
कीजिए। 


हल : हम + 3) + ४3 -3,0४ के गुणनखंडन के लिए गुणनखंड प्रमेय का प्रयोग कर 
सकते हैं। यदि हम दिए गए व्यंजक में ४--(9+£) रखें, तो हमें प्राप्त होगा: 
अं +आ+2 2-30  -(५+£)+ 9) + 2 + 392 (४+ श) 


-(»+ 2) + (५+ 2)? 
0 


॥ 


ड का ' गणित्त 


अत; +-[-0/+2)), अर्थात्‌ (:+#+<) दिए गए व्यंजक का गुणनखंड है। अब जब 
हमें यह ज्ञात हो गया कि ++/+2 व्यंजक /+9 + ४ -3:0: का गुणनखंड है 
तो हम दूसरा गुणनखंड [2+ ४? + २? -:-॥४-०)) दीर्घ भाजन की विधि से सरलता 
से प्राप्त कर सकते हैं। 


'प्रश्नगावली 2.4 


4. शेषफल बताइए जब 4७ - 3४2 + 2:-4 को भाग दिया जाता है; 


(8) >-।! से (9) +-2 से | (0) #+ से 
(0) 5-4 से (8) 5४ + 2से (9) 32 + का से 
2. गुणनखंड प्रमेय का प्रयोग कर यह बताइए कि क्‍या ४-! निम्न का गुणनखंड है: 
(8) # + 877 - 7: - 2 (09) 2-27. + 8४ + 8 
(0) >+&-27 + | (4) 8४ - [20) + 8: + 4 
(६) 24203 +5/207 -7./2 (6) 80४ + 2% - 80 + |4 


3. गुणनखंड 'प्रमेय का प्रयोग कर यह निश्चित कीजिए कि क्‍या ४0),/(७ का गुणनखंड 
है। 


(8) / (0) 5.४ - 3२ + 48-44, ४(७) ८ ४-2 

(0) / (0) 5 20 + 40 + 6, (४0 ८४ + । 

(०) /(0 6 + + ४ + 3६ + 75, ((४) ७ #+ 5 

(0) /(0 50-3४ + 4० - 2, (४) २. ४+ 3 

(०) / (७४) 5752 - 2/8+-6, (४) 5 ४- ४2 

() / (४) 5242%2 +55+ ४२, (४) ७ ४ + ४ 

4. यदि >>» निम्नलिखित में से प्रत्येक बहुपद का गुणनखंड हो, तो प्रत्येक के लिए ८ 

'का मान ज्ञात कीजिए : 

(3) ४2-35 + 5६ 

(0) दो-260 + ६६- | 


(०) ४-36 - 4४ + 3602 + 2८45 + 4 
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5. & का मान निकालिए यदि ४+४ निम्न बहुपद का गुणनखंड हो; 
(४) 3) + ८४2 - 27 + 6 + 4 


(0) :#- 6४2 + 309 - 66 


6. ८का मान ज्ञात कीजिए यदि ४-६ निम्न बहुपद का गुणनखंड हो: 
(8) 27 - वर्ड +-क +30-+2 
(0) #- 45% + 2४+ 6 + ! 


2.7 बहुपदों का शुणनख्यंडन 
आप पहले ही सीख चुके हैं कि नीचे दिए गए रूप वाले <द्विघाती बहुपदों का 
गुणनखंडन कैसे किया जाता है: 
(8). 5 - ६: (0). >१ + 2 + थी 
(0) ४१ - 260 + ८ (0). ०0 + 0४+ ८ 
(०) >१+ (६+ 29) 2 + 
आप यह भी सीख चुके हैं कि नीचे दिए गए रूप वाले त्रिघाती बहुपदों का गुणनखंडन 
कैसे किया जाता है: ह 
(9)... 2) + 3480 + 347% + ६) (0) 3) - 36.22 + 362४ - थ) 
(0) #0+द) (6) #-वदी 
अब हम गुणनखंड प्रमेय और शेषफल प्रमेय के प्रयोग द्वारा त्रिधाती बहुपदों का 
गुणनखंडन करना सीखेंगे। युक्ति यह लगाई जाएगी कि इन प्रमेयों के प्रयोग से दिए 
गए बहुपद »(0) का एक रैखिक गुणनखंड »-४ निकाल लिया जाए। इसके बाद 
लिखा जाए 
270) 5. (४-4) 4(७) ह 
4७) की घात »(0 की घात से एक कम है। अतः 400 द्विघाती बहुपद है। अब 
पहले बताई गई विधियों से 4४) का गुणनखंडन किया जा सकता है। या फिर हम 
700 का कोई रैखिक गुणनखंड £-४ खोजने का प्रयास कर सकते हैं। तब 
70) रू. (४-५०) (४- 9) 8०0 
जहाँ ४(४) की घात 4८0 की ज्ञात से एक कम है। फलत: ४() की घात एक है। 
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तात्पर्य यह कि अब »(७0 को रैखिक गुणनखंडों के गुणनफल के रूप में व्यक्त कर 
दिया गया है। आइए अब उदाहरणों द्वारा इस विधि पर प्रकाश डालें। 
उजाहरा 3३: 20-52 +»+2 का गुणनखंडन कीजिए। 


70) न ८ 20-57 + ४+ 2 
अब ,-४ रूप का एक रैखिक गुणनखंड खोजते हैं। हम देखते हैं कि »(४) के 
गैणांकों का योग शून्य है। फलतः #(0) + 0 और इसलिए »-।, »(») का एक 
गुण्नखंड है। 
यदि हम /(0) को ४-] से भाग दें, तो दूसरा गुणनखंड 2:2-3»-2 प्राप्त होता 
है। (आप चाहें तो दीर्घ भाजन विधि का प्रयोग करें और चाहें तो उदाहरण 25 के 
वैकल्पिक हल में समझाई गई विधि का। ) २४४ -3५:-2 का गुणनखंडन करने के लिए 
हम भध्य पद को बॉटने की विधि का प्रयोग करेंगे। इसके लिए हम दो संख्याएँ ४ 
और » ऐसी निकालेंगे कि ह 

४ + ४७-७3, 0? ८-4 
स्पष्ट है कि हम #5-4 और »-] ले सकते हैं। तब 

202 - 3-2 ८ (2: + ) (४-2) 
फैलत; ॥(0 « (४-) (2४ + ) (४-2) 
टिणपणी ; ऊपर द्विषाती गुणनखंड 22-3:-2 प्राप्त करने के बाद हम देख सकते 
थे कि यह ४-2 के लिए शून्य हो जाता है। अतः »-2 इस बहुपद का गुणनखंड 

। दूप्तेर गुणमखंड 2:+। अब आसानी से प्राप्त किया जा सकता है। 

उदाहरण 34 ; »(0 50 + 6४2 + :+ 6 के गुणनखंड कीजिए। 
से : गुणणखंड ४-० निकालने के लिए ४ के मान का अनुमान करना है। पहले 
हम ह 

85+ [,5 2, + 3 
आदि लेकर देखेंगे। ध्यान दीजिए कि दिए गए बहुपद में सभी गुणांक धनात्मक हैं। 
अत; , 2, 3 को तो तुरन्त निरस्त (क्षु००) किया जा सकता है। वास्तव में ० का 
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कोई भी धनात्मक मान तो काम देगा ही नहीं क्‍योंकि ऐसे मान के लिए »(४) धनात्मक 
होगा, शून्य नहीं। अतः #(0) का परिकलन हम केवल ऋणात्मक मानों के लिए ही 
करेंगे। अब हम देखते हैं कि 
20(-) 5 (८2) ८ 2(-3) | 
यह बडी अच्छी स्थिति है। हमें »(७ के तीनों रैखिक गुणनखंड मिल गए। यह 
गुणनखंड निश्चय ही 
४-(-), &- (-2) #(-3) 
या ४+ , ४+ 2, #+ 3 
हैं। क्‍योंकि 9 का गुणांक । है, अतः 
200) ८ (४ + ) (४+ 2) (४ + 3) ह 
उदाहरण 35 : (0) 5४ -3:2- 9४-5 के गुणनखंड कोजिए। 
हल : यहाँ 9 का गुणांक । है। इसलिए यदि दिए गए बहुपद, कहिए #(४), के तीन 
रैखिक गुणनखंड किए जा सकते हैं तो यह ४-6, ४-2, »-८ के रूप में होंगे और 
720) 5 (४- ०) (४- 9) (४- ८) 


होगा। इंसका अर्थ यह हुआ कि #(2) का अचर पद -&8८होगा। »(0 का अचर 
पद -5 है। अत; 


“409८ 5-5, या 6४८ -5 
इस प्रकार ०४, और ८ तीनों ही 5 के गुणनखंड हैं। अत: इनके सम्भव मान हें: 
*$]। और +5 
परिकलन करने पर हम पाते हैं कि 
227() # 0, /(-) 5 0, /(5) 5 0, /(-5) # 0 
इसलिए »+] और »-5, /(») के गुणनखंडों में से दो हें। 
इस प्रकार, किसी रेैखिक गुणनखंड 4८७ के लिए 
20) 5 (७+ ) ४-3) 4७०) 
८ (£7-4%- 5) 4(०) 
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गणित 


अब देखते हैं कि 4() कया है। 4७0) शात्र करमे के लिए हम /#(» में से गुणनखंड 
(४2-4:-5) निकालने का प्रयास करेंगे। 


0 5 ४ -332 - 9-5 
८ ४(४-4४-5) + - 48-5 
८४ (-4/-5) (४+ |) 
के: ॥ की 08) 6 का) 
न (४+ [) (४-5) 
८ (४+|)(४+ |) (४-४) 


एनावली 2.5 


. निम्नलिखित व्यंजकों का गुणनखंडन कीजिए ज़ब कि दिया गया है: 


(0) 


(0) 
(0) 
(१) 


#+ 3न्‍2 + 32:+ 20, (/+2) एक गुणनखंड है। 

4.0 + 20४ + 33: + 8, (20+ 3) एक गुणनखंड है। 
900 - 272 - 00: + 300, (3: + 0) एक गुणनखंड है। 
» + 3४ + 3:-45, (+ 9) एक गुणनखंड है। 


2, गुणनखंडन कीजिए : 


(8) 
(9 
(९ 


) 
) 
(0) 
) 


(8). 


र्प) 
(8) 


४ -237 + ]42:- 20 
॥0-7५+6 

४ - 0४ - 530 - 42 
४ + 3/ + 3|+- 45 
४-20 - 299 - 42 

277 - 5४४ - 99 + 42 
30 - 402 - [20 + 6 


3.4 शश्ावना 


आप पिछली कक्षाओं में अनुपात (880) एवं समानुपात (70900॥00) के विषय में 
पढ़ चुके हैं। जेसा कि आप जानते हैं, प्रतिशत, लाभ और हानि, काम और सप्रय, 
समय और दूरी आदि से सम्बन्धित दैनिक जीवन की समस्याओं को हल करने में 
अनुपात और समानुपात की संकल्पनाओं का प्रयोग किया जाता है। इस अध्याय में 
इनके बारे में अधिक जानकारी प्राप्त की जाएगी। इन दोनों संकल्पनाओं का प्रयोग 
परिमेय व्यंजजों को सरल करने में और कुछ समीकरणों को हल करने में किया 
जाएगा। 


3,2 आगुषात 

मान लीजिए कि एक किग्रा. टमाटरों का मूल्य 6 रु. और ॥ किग्रा. आलुओं का 
मूल्य 8 रु. है। क्‍या ॥ कि.पग्रा. ट्माटरों और इतने ही भार के आलुओं के मूल्य 
में कोई संबंध है? निश्चय ही इनमें एक संबंध है। पहला (टमाटरों का मूल्य) दूसरे 
(आलुओं के मूल्य) का दोगुना (2 गुना) है, या कहिए कि दूसरा पहले का 
आधा (- गुना) है। इस संबंध में कोई अंतर नहीं आएगा चाहे हम दोनों का भार 
एक किग्रा, से बदलकर ॥00 ग्रा. ही क्‍यों न कर दें। यदि हम दोनों का भार ॥ 
कि.ग्रा. के स्थान पर 5 कि.ग्रा, (या कुछ और) कर दें तो भी इस संबंध में कुछ 
अंतर नहीं पड़ता। याद कीजिए कि किसी समान प्रकार कौ दो राशियों कौ तुलना 


करने से ऊपर जैसा जो संबंध आता है, उसे अनुपात कहते हैं। अनुपात ऐसी मात्रा 
को व्यक्त करता है जो यह बताए कि एक राशि अपने जेसी किसी दूसरी राशि का 


| ध हे 
कितने गुना या कौन सा भाग है। उदाहरणतः 25 पैसे एक रुपए का चौथा (वो) 
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| | 
भाग है। अतः 25 पैसे का एक रुपए अर्थात्‌ 00 पैसे से अनुपात हा है। हम इस 
अनुपात को :4 लिखते हैं। क्‍योंकि 5 रुपए की राशि रु. की राशि का 5 गुना 


5 
है, अत: 5 रु. का । रु, से अनुपात + या 5:। है। 


अजुपातों सें सम्बन्धित कुछ महत्त्वपूर्ण तथ्य 


3. अनुपात को प्रद (७09) : अनुपात 4:०2 में संख्याएँ ८ और » अनुपात के पद 
कहलाती है। संख्या ८ अनुपात का पहला पद और # अनुपात का दूसरा पद 
कहलाती है। 


2, अनुपात की प्रकृति (॥॥07०) : अनुपात एक शुद्ध संख्या है; इसके साथ कोई इकाई 
(ए४) नहीं जुड़ी होती। 

3, अनुपातों की तुलना (८०गा0॥750॥) : क्‍योंकि अनुपात 6:» यह बतलाता है कि 
4.७ का कितने गुना या कौन सा भाग है, अतः यह पु के भी बराबर है। 
इसलिए अनुपात 4:७४ किसी अन्य अनुपात ८:४से तब बड़ा कहलाता है जब 


4 0 
न्‍न्‍न्‍न्‍ का, और 
का और 4> 0) 


या, धर - 00 > 0 


3. अबुषात का सरलतम रूप (आफा०छ४४०ण) : क्योंकि प्रत्येक शून्येतर .संख्या # 
प्र. मद छह 
के लिए 75% रैंतः अनुपात ४:७ और #4 0 बराबर है। यदि -- अपने 


पदों में है 2 
न्यूनतम पदों ([0४०४:॥७०७) में है तो हम कहते हैं कि अनुपात 4:9 अपने सरलतम 


रूप पा न्यूनतम पदों में है। प्रायः अनुपातों को इनके सरलतम रूप में लिखा 
जाता है। 


* आजुषातों का मिश्रण (८0गाए०भंणा) : दो या दो से अधिक अनुपातों का मिश्रण 
(०णा००००भाह) किया जा सकता है। उदाहरणत; 


0) 3:4 और 5:7 का मिश्र अनुपात 35:47 है। 
(0 4:४2 और ८:४ का मिश्रित अनुपात 6८:४७ है। 
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रणणी : क्‍योंकि 7 #7 जब तक कि «-# न हो, सामान्य रूप से अनुपात 
॥:७ और ७:०6 भिन्‍न-भिन्‍न होते हैं। उदाहरणत: अनुपात 3:4 तो यू है जबकि 
अनुपात - है, और निश्चय ही ८ हे > |] 

उदाहरण ] : यदि ५ : तट तो बतलाइए कि अनुपात ॥00 + 3/': 5. + 2/ क्यों 


होगा। 


क्योंकि ] लो नहीं 
हल : क्योंकि अनुपात ४: संख्या रु के अलावा कुछ नहीं, अत; स्पष्ट है कि 


0 होगा। 
याद कीजिए कि शून्य से भाग नहीं दे सकते। जैसा कि दिया हुआ है, 
ः हु 
गे 2 
की (0) 
अब 
गम | 
जाय: ल-+7++5 [अंश और हर को » से भाग देकर ] 
55+%29 ग 
5-+2 
> 
(0 की +3) 
न 
“--7-- . [() से 5 का मान रखने पर ] 
दे 2) र्ष 
( 5 
पा 
4 


इस प्रकार ॥0:+39:5४+ 29 5 7; 4 
उदाहरण 2 : सिद्ध कौजिए कि यदि 
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तो इनमें से प्रत्येक 


[8+ 770 + ॥2 


(9+ शा + पु 


के बराबर भी होगा। 


रे 


एल : माना कि 5755४, जिससे कि 


व # , ८ + #ैव शाते € 5 #र्ए. () 
यह सिद्ध करना पर्याप्त है कि 


(6 + ॥१९+ #2 


[9+ #व॑ +7 


()) से ७८ और ७ का मान लेने पर, 
(+गा0 काट. ॥9+॥#7 +#ए_ /(9 + ॥7 + 7) 


७. यपनीनन-+-ीीनतीनीय-त-.3>-.म-न 3-3 नननमनन+मन..3५43 निबर+म व न--कीीननिननाननी नमन अन-+. जम 


0+गात+॥... #+त+ मा . [9+गव + ः 
अतः इच्छित परिणाम प्राप्त हुआ। 


टिप्पणी ; ऊपर के उदाहरण की भाँति, यह दिखाया जा सकता है कि यदि 


20 चह आम 
? पर ४ 
तो इनमें से प्रत्येक 


॥0+४70+॥2+, , , 


(/7+॥6 +श+. . . 





उदाहरण 3 ; यदि ----.-- _... तो सिद्ध कीजिए कि 


7+0-60 ८ (+6-0. 0+/ 


लक 0क+५३ ज(४+३०)+ ॥(2+.४)+ :(५+ ४) 


ध+#+८ 2(4.0+0/ + ८2) 
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हल ; वाम पक्ष में /7#5#>।] लेने पर, हमें प्राप्त होता है 


4 है ५ 6 लक कट 


न तदखशिनिननी--न >ल..2 लिन िमनानन-क-कक-ननन----, 


9+८-6 ८ट+६-89 6+9-6.. (9+८-०४)+ (2८+६-४)+ (४+ 2-८) 


(++9»+ 2) 
(ध+82+८) 


() 


दायें पक्ष के संबंध से [- 9+ 2, 70 ८ 2 +3, और हरझूड+ओ लेने पर हमें प्राप्त होता 


१ है ष 
#+८-६  ८+६-82  ६.+9-८ 








न 22082 25275 और पलपल 
. (७+८-०)(३७+४2)+(८+१०-४) (४+ ४) + (६+ 9-८) (४+ 3) 


लिरिजल नमन कमल 7 ४ ६. / 2.8 ४ -४:4:0::70/ 2:05 2 विन लल कल 
((0०+4-2)+ (8+29- ८))%+ ((9+८-०)+ (६+ 9-८))9५+ [9+0-६)+ (०+ 6-४) )2 
(हर में &» और & के गुणांक इकट्ठे करने पर) 


2(9+ 2) + ॥(/+ २) + 2(४+ 9) 
-2420+ 209 + 2८5 


ही ४2(9+ 2)+ औ(४+ 3) + 2(४+ 9») 


2(६०+ 2५9 + ८2) (2) 


(!) और (2) से, इच्छित सम्बंध सिद्ध हुआ। 
उदाहरण 4 : यदि जा हा तो सिद्ध कौजिए कि 
2 +4 मर 2 (+(+ 9)? +(६+ 9) 
कज्त |>+ 9 (52+ 9)+ (6+ 8) 
हल : माना कि कि हा “४, जिससे कि »-£०, 95 ६७ हुआ। अब 


अफकता ० +० (£+)6 | 
हक 7 कर एए जप 0) 


>+6 प्ध+6 +] 
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इसी प्रकार 
की + 95 है (६ + [)8 रे 
पी घ+ | 
(!) और (2) से 
जता कं कक... (रा १] रत. (# + | )9 
256 कल मी अक.220283 
ज+त + १+0 (+। (+| 
हु (८ + | )[6 + /) (3) 


ध्+] 


पुन: 
(४+ 9) +(४+ ४) _ (४६+४४) +(५+०)” 


03+ ७+७) * ७+/७, ७५७  वियोंकि ४5६6 और »</७) 


_ 4 (४+9) + (+9)* 
.. &(६+१४७)+(०+४) 
_ ((+)(६+४)* 

हु (( + )(४+ 8) 


(६ +)(6+ 8) 
प्र /+] (4) 


प्रश्नावली 3.॥ 
. ज्ञात कौजिये कौन सा अनुपात बड़ा है : 
6)2:3या3:4 (00)5:7या7:9  (॥):4 या2: 9 
2. दोनों में से बड़ा अनुपात ज्ञात कीजिये 
0) 2:3 और 3:4 (0 5:7 और १7:9 (॥) ]:4 और 2:9 
3. » का मान ज्ञात कीजिये जिससे कि 
0) #+7:2+%453:2. (0) 5४+5:22+4350:3.. (#) 5५+:2:+3-:2 
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4. यदि »:४-52:3, तो निम्नलिखित का मान ज्ञात कीजिये। 
6) 30+ 2); 9.४+ 5५ ह) 0४+ 79: 42४+ 59 

5. यदि 2:+ 39: 30+59 5 8: 29, तो #:» ज्ञात कीजिये। 

6. दो संख्याओं का अनुपात १:2 है। यदि प्रत्येक में 4 जोड़ दिया जाए तो अनुपात 23 
हो जाता है। संख्याएं ज्ञात कीजिये। 


7. दो संख्याओं का अनुपात 3:4 है। यदि प्रत्येक में से 8 घटा दिया जाए तो अनुपात 2.3 
हो जाता है। संख्याएं ज्ञात कीजिये। 


8. अनुपात 2:5 के प्रत्येक पद में कौन सी संख्या जोड़ी जाए कि अनुपात 5:6 हो जाए? 
9.3 समानुपात 

याद कीजिए कि दो समान अनुपातों से एक समानुपात बनता है। इस प्रकार यदि 
०:०४८८०:४, तो ०४,८०० को समानुपाती फणांणा) कहा जाता है। इसे 
4:४:: ८: लिखा जाता है।इसे इस प्रकार पढ़ा जाता है "कि ८ और # का अनुपात 
वही है जो ८ और 4८ का" है। 4 और ४ को पऐिरों के पद (&ए«ग०) तथा 8 


और ८ को मध्य के पद (गाव्शा) कहते है। पद 4 को 6,७, ०का चतु्थानिपती (0णा॥ 
77000॥00/॥) कहते हैं। 


दृष्टात $ 2न्‍3 5 4:2 


यहां 2, 3, 44, 2। समानुपात में हैं। दूसरे शब्दों में 2:3::74:2।। यहां 2 और 
2] सिरों के पद तथा 3 और ॥4 मध्य पद हैं। साथ ही 2॥ को 2, 3 और ॥4 
का चतुर्थानुपाती कहते हैं। 


हि 


राशियाँ ०.७, ८ वितत्र समानुपाव (००७०6 90०0०४०॥) में कहलाती हैं यदि 
एल व्टं-ह़ न * .., अर्थात्‌ 4६:8-2:2८5८:८०... 


यदि ०,७ और ८ वितत समानुपात में हों, अर्थात्‌ 6:6::७:८, तो ४ को ८ और ८ 
का मध्यानुप्रती (शाव्या एुणपंणाब) कहा जाता है और ८ को 6 और # का 
दृर्वीयानुपाती (090 ०००४०) कहा जाता है। ध्यान दीजिए कि यदि ८, # और 
० वितत समानुपात में हों, तो ८05४ होता है। फलत: 
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यदि तीन राशियाँ वितत समादुषात में हों वो पिरे के पर्दों का गृुणनफल मध्य 
पद का वर्ग होता है। 


उदाहरण 5५ ; यदि 2, & और 8 वितत समानुपात में हों तो, # का मान बतलाइए। 
हल ; क्‍योंकि 2, # और 8 वितंत समानुपात में है, 


दो 2 0 
प प्र 
या 46< 07 
फलत; 8 5१4 


टिप्पणी : क्‍योंकि अनुपात धन संख्याओं में लिया जाता है, अतः ऊपर ॥6 का केवल 
धन वर्गमूल ही लिया गया है। 


उदाहरण 6 : 2 और 4 का तृतीयानुपाती निकालिए। 


हल : माना कि 2 और 4 का तृतीयानुपाती ८ है। अब क्योंकि 2, 4 और ८ वितत 
समानुपात में हैं, अतः 


फलत:; 
अतः 2 और 4 का तृतीयानुपाती 8 है। 


उदाहरण 7 ; तीन, राशियाँ 6,७,०वितत समानुपात में हैं। यदि ८2 25 हो तो # 
का मान बतलाइए। 


हल : क्योंकि. ८62 5 8? 

अत; 25 ८ ४7 

फलत; 9 5 5 

उदाहरण 8 : 32 और 2 का मध्यानुपाती निकालिए। 
हल : माना कि 32 और 2 का मध्यानुपाती 8 है। 

तब 9 < 32 % 2 5८ 64 
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फलत: रूह 
इस प्रकार 32 और 2 का भध्यानुपाती 8 है। 


38,4 कूछ लाभप्रद संबंध 
ध्यान दीजिए कि यदि 4:0::८:८ अर्थात्‌ “5->, तो «४८ 


इस प्रकार सिरे के पर्दों का गुणनफल मध्य पदों को गृुषनफ़ल को बराबर होता हैं। 


यह संबंध बहुत महत्त्वपूर्ण है क्योंकि यह इस बात का निर्णय करने में हमारी सहायता 
करता है कि ०, &, ०.८ समानुपाती हैं या नहीं। 


दृष्टंत : संख्याएँ 3, 7, 8, 2 समानुपात में नहीं हैं क्योंकि 3 ५ 2 # 7 ३८ 8॥ 
संख्याएँ 4, 5, 8, 0 समानुपात में हैं क्‍योंकि 4 % ॥0 5 5 » 8 है। 


उदाहरण 9 : ॥4, 8, 7 का चतुर्थानुपाती निकालिए। 

हल ; माना कि ॥4, 8, 7, का चतुर्थानुपाती » है। 

तब व4:8 :: 7: | 

या 4 » » 5 8 ५ 7 5 56 (सिरे के पदों का गुणनफल - मध्य पदों का गुणनफल) 
या 54 

फलत: ॥4, 8, 7 का चतुथीनुपाती 4 है। 


उदाहरण ॥0 : वह संख्या निकालिए जिसे 4, 0, 2, 24 में से प्रत्येक में जोडने 
से परिणामी संख्याएँ समानुपात में हो जाएँ। 


इल ; माना कि अभीष्ट संख्या £ है। तब 4+53:0+ #::42+ 3: 24+ | 


या (4+.,) (24 + >) ८ ([0+ 3) ((2+ />) 

(सिरे के पदों का गुणनफल 5 मध्य पदों का गुणनफल) 
या, 96+280+ | 5 20+ 227 + # 
या, 96 + 28: 5 !20 + 227 


या, 60४ < 24 


न गणित 
या, पम्प 

अत : दी हुई संख्याओं में 4 जोड़ने पर बे समानुषात में हो जाएँगी। 

पणी : दी हुई संख्याओं में 4 जोड़कर सत्यापित कीजिा! कि नह ग्ख्याँ समानपरात 
में हैं। ऊपर के मंबंध (॥) की वास्तविक महत्ता इस बात में है कि इस संबंध से 
हम कई अन्य महत्वपूर्ण संबंध निकाल सकते हैं। इन संबंधों से हमें व्यावहारिक 
समस्याओं के हल में सहायता मिलती हे। 


]. यदि ॥;:४0::७; तो +#:6::४०/ 


( । किओों ॥ 
जप से “»“ प्राप्त होता है। यह संक्रिया व्यतक्रमानुपात ( श्राए्श(कआात0) 
/। रत (' 


कहलाती है। इसका तात्पर्य है कि यदि चार शशियाँ समानुपाती हों तो व्युत्रम 
में लेने पर भी यह समानुपात में ही रहती हैं। 

2. यदि 6:#::९:# तो 4:८::७:व 
8. 0७ /_ 60 0 


पी 32 होता है। यह संक्रिया एकांतराजुपात' (#॥७076700) 
है (8 


कऋहलाती है। इससे तात्पर्य यह है कि यदि चार राशियाँ समानुपात में हों तो 
एकांतर में लेने पर भी यह समानुपात में ही रहती हैं। 


3, यदि 6:0::८:व तो (ध+0):0::(0+४०): ० 
दिया गया है कि 


वध आते: हब 4+2 _८+4 
9 ते 0 ! 9... ० 





इस संक्रिया को योगानुपात (८७आाएजआाशा०0०) कहते हैं। 
4, यदि 4:४::८:०, तो (४-०) :०७:: (०-४) : 0 


| प्र ९ १-9 ८-चधं 
व, अते! ++“/।७-:+-॥ ले ज-+-++ 
| पं 8 अल 





इस संक्रिया को अन्तरानृपत (॥४0००00) कहते हैं। 
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5. यदि 6:0::८ : 4, तो (.+ 2): (४-४) :: (०+ व) : (०- थ). 
योगानुपात और अंतरानुपात का उपयोग करते हुए, हमें प्राप्त होता है 











ध+0.0 ट+हा 
के () 
तथा 
ध-0 ८-धे 
9. पे (2) 


(() और (2) के क्रमशः पक्षों को विभाजित करते हुए, हमें प्राप्त होता है : 
4+0 _८+र्च 
चघ-0 ८-+र्व॑ 


इस संक्रिया को योगांतरानुपात कहते हैं। 








उदाहरण ॥ : यदि 6:७::८:० तो दर्शाईये 54+ 79:5०- 70 :: 50 + 76 : 50-70 
हल : हमें दिया है 


त (्‌' 


ज। 
दोनों पक्षों को हर से गुणा करने पर 


560. 5८ 


प७ 


योगांतरनुपात की सहायता से, हमें प्राप्त होता है : 
360 + 727 5$/+ 76 


56-7%9. 5८-76 
या ऊतक 70:56 -70::560 + 70:56 -- 7७. 
पैकत्पिक हल : उदाहरण 2 की विधि अपनाइए। 


उदाहरण ॥2 : यदि 3७ + 8४४ : 3७ + 8०:: 39-8७ : 3स्‍- 8०. तो दिखलाइए कि ०५, ४, 
८4 समानुपात में हैं। 
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हल : जैसा कि दिया हुआ है, 
वित्+ 890. 36-80 
36+ व 3८-४6 





उत्त+8/0. 3/"+ ४6 


है ३6-84. 30-86 
योगांतरानुपात के प्रयोग से 


(30 + 80) + (30 - 00) _ (3८+ 8/)+ (30 - 80) 
(36+80)-(36- 880). (30+ 8०) -(3८-8०४) 


यों 96. 6८ 
४ [6. 64 
9 पे 


अर्थात ८ &, ०४ समानुपात में हैं। 














उदाहरण १॥: 240 कद 2+8 
उदाहरण ॥3 ; यदि &-“-> हो तो + का मान निकालिए। 
4+/ "धर ४-9 
न क्योंकि 240 
हल ; क्‍योंकि ४८-८5, 
ध+9 
अत हद के 
हु व... 4+9 () 
(।) के पदों पर योगांतरानुपात लगाने से 
डै+6४. 29+(६+४) 
४-4. 29-(६+४) 
अ+फध4ध  ८+ 3३७ 
या झा 
े>+द्र ए-त् (2) 


उ६+ ७ ह 
६-0 (3) 





इसी प्रकार 272 _ 
3-9 
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(2) और (3) के संगत पक्षें का योग करने पर 


अत ; 


ज_नकनध >+7 6+39 36+#४ 











>_-6  +-+09 (न-प्र 4-0 





_ 2(0-०) 
7 ए-त 


2. 


7+ध +02 
+ 
>> +>0 


४2-४+४2+% 








का मान 2 है। 


उदाहरण ॥4 ६ हि रत आस <3 को हल कीजिए। 


हल : हम दिए हुए समीकरण को इस प्रकार लिख सकते हैं : 


2-५ -+ 9 + ४2+5 न 3 
४2-#-ब2+ड |]! 


योगांतरानुपात के प्रयोग से 


४घ2-3+४2+30+(४५2-४-४2+७) _ 3+] 
डा ज्-फल्ड- जाओ रा 











गा 202-% _ 
है _2+> +>( 
वर्ग करने पर 
2-+% 4 
न्‍्डे 4 स्ल्ज-ः 
2++<> ] 


पुनः योगांतरानुपात से, 


(2-2)+(2+») 4+[ 
(2-»)-(2+:) 4-। 
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अतः 


या, 


ग्रड्नावली 3.2 
6 का वह मान निकालिए जिसके लिए 
0) 8:4::5:0 (॥) 3:4::7:4 


. निम्नलिखित का चतुर्थानुपाती निकालिए ; 


() 3, 2 और 5 () 6, 2 और 4 


निम्नलिखित का तृतीयानुपाती निकालिए : 

0) 2, 6 (9) 6, 8 
निम्नलिखित का भध्यानुपाती निकालिए : 

6) 24 और 6 (0) 32 और 8 
व्युत्रमानुपात लगाकर परिणाम लिखिए : 

() 2:3::8:2 ती) 9:9::4:८ 
एकातरानुपात लगाकर परिणाम लिखिए : 

() 2:3::05: 5 (0) 8:9::६:८ 
योगानुपात लगाकर परिणाम लिखिए : 

(6) 42:3::4: 0) .9:9::9:८ 
अंतरानुपात लगाकर परिणाम लिखिए ; 

0) 8:3::6:6 00) #:%#9::4:८ 


योगांतरानुपात लगाकर परिणाम लिखिए : 
() 2:3::8:[2 0) 9:9::०9:८ 


(॥॥) 


(0) 


(7) 


(॥) 


09) 


(४) 


(४) 


6) 


(पं) 


गणित 


8, ।2 और |2. 


8, 2 


36 और 6 


45 :#/: : /.: 9. 


3 5 25 व: ४0; 


अनुपात तथा समानुपात 69 


९ 


0. यदि र न पर -ए* तो सिद्ध कीजिए कि इनमें से प्रत्येक अनुपात निम्न के बराबर है 


.. श6+ ३८+ 4८ ,... 8-40+ ९८ ७... >(-(0- 2८ 
0) 790, %४+ 4/ 0) इज थ) क्ञवण३/ 


॥॥, सिद्ध कीजिए कि ७, ७, ० ४ समापनुपात में होंगे यदि 
() 04+ 70: 600+ 7त:: 66 - 70 : 00-74 
(॥) गत 9; 72८+ उद::24- आ:2८- उरी 


€2 


कर और के ्् हा हूँ द्ः झ् 
(कप: यदि कक तो रे हा 


ती) (६+9+८+ व) # (ध-6४-८+ ६) 5 (७+ 0 -८-४) (४-- 8 + ८ - थ) 


॥2. यदि (6-20 -3८ + 46)(व + 28 + 3८ + 46) 5 (६ + 20 - 30 - 40)( - 20 + 3०- 4४) तो 
दिखलाइए कि 24 5 ३6८ 


संकेत : दिखलाइए कि ८, & 3८ 2 समानुपाती हैं।] 


46 &+202 +४+2+3 
(3. यदि >>“ लक 
४2+ ४3 ४-22 #४-2+3 








का मान निकालिए। 


५... रे 2-43 योगांतरानुपात 
रएंध6 १ गए ॥॥ त्र्ा झट फ्फ़ व अब & 
संदोध् : « के दिए गए मान से 7" हु. हू प्र्त होता हैं। अब योगांतरानुपात 


लगाहइए।] 


6/4 ४2+ 379. ++ 34 
[# बंद हे ल 2+4 तो त््क्रेज्य्ख 





का मान निकालिए। 


४० जः 2 प्र 


पिक्षेतव $ -++-5-++- 
39 2+4 
8, मिम्नलिखित समीकरणों में « का मान निकालिए। 
>32 + 3.7 हा 34] 
3४२2+]. 9] 
9. अड+ब+अऔ- 0 5 
गे 5 


() 


अध्याय 4 
दो चरों वाले रैखिक समीकरण 


4.] भूमिका 


आपको विदित है कि एक घर वाले रैखिक समीकरण (॥08/०4॥४00॥9) कैसे हल 
किए जाते हैं। अब एक तो एक चर वाले समीकरणों के स्थान पर हम दो चरों वाले 
रैखिक समीकरणों का अध्ययन करेंगे, और दूसरे रेखिक समीकरणों को लेखाचित्रों द्वारा 
व्यक्त करना भी सीखेंगे। 


रैखिक समीकरणों को लेखाचित्रों में व्यक्त करने के लिए हम समतल के किसी 
बिनु को निर्देशांकों द्वारा व्यक्त करने कौ धारणा पर विचार करेंगे। यह धारणा 
बीजगणित और ज्यामिति को आपस में जोड़ती है। फ्रांसीसी गणितज्ञ रेने देकार्त 
(रेआ०06०॥॥88) ने जब यह धारणा प्रस्तुत की तो गणित के क्षेत्र में अभूतपूर्व प्रगति 
हुई 


4.2 एक चर वाले रैख्िक समीकरण : पुनरावलोकन 


याद कीजिए कि समीकरण ऐसी समिका को कहते हैं जिसमें एक या एक से अधिक 
अज्ञात राशियाँ, जिन्हें चर कहते हैं, आती हों। कोर्श प्मीकरण उस दशा में एक चर 
वाला रैखिक समीकरण या एक चर में एक घात वाला समीकरण कहलावा है जब 
इसमें केवल एक ही चर हो ओर इस चर का घात ॥ हो। उदाहरणतः नीचे दिए 
गए सभी समीकरण एक चर बाले रेखिक समीकरण है! 


॥ 3 
20+354, ४+ 25 3/- 9, हर ५230-5$, ॥+250 
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निम्नलिखित में से कोई भी एक चर वाला रैखिक समीकरण नहीं हैं। 


करी + 0:४+ ८50, (4 0), 2 ० ]59 - 0, 20 + 3 47, ४+ ५ 2 
4.3 एक चर वाले रैखिक समीकरण का हल 
चर का ऐसा मान (वास्तविक संख्या) जिसके लिए समीकरण के दोनों पक्ष बराबर 
हो जाएँ, समीकरण का हल कहलाता है। उदाहरण के लिए, जब हम समीकरण 
37-5-४-! में » के लिए 2 लिखते हैं तो हमें प्राप्त होता है : 

बायाँ पक्ष ०-35-5<3»2-5 >[, दायाोँ पक्ष ८-४-]52--< ! 


क्योंकि [:52 के लिए बायाँ पक्ष - दायाँ पक्ष (दोनों -7), अतः '2' समीकरण 
3७-5-४- | का हल है। समीकरण के 'हल ज्ञात करने की क्रिया में निम्नलिखित 
सरल गुणधर्मों का प्रयोग किया जाता है; 


(४) समिका के दोनों पक्षों में बही राशि जोड़ने पर समिका नहीं बदलती। 

(9) समिका के दोनों पक्षों में से वही राशि घटाने पर समिका नहीं बदलती। 

(०) समिका के दोतों पक्षों को उसी शून्येतर राशि से गुणा या भाग करने पर समिका 
नहीं बदलती। 

उदाहरण ॥ :; समीकरण 24:+ 8 < 2४ + 40 को हल कीजिए। 

हल : समीकरण के दोनों पक्षों को 4 से भाग देने पर समीकरण बन जाता है 


670 + 2- 3. + 0, () 
दोनों पक्षों में से 2 घटाने पर प्राप्त होता है ह 

6.४ ८ 3४ + 8. (2) 
दोनों पक्षों में -3५जोड़ने पर (या %छटाने पर) प्राप्त होता है 

3४5 ह (3) 


दोनों पक्षों को त्‌ से गुणा करने पर (अर्थात द 3 से भाग देने पर) प्राप्त होता है 
8 


अब्प (4) 
9 
ऊपर बताए गए गुणधर्मों (७) से (०) के कारण समिकाएँ (॥) से (4) दिए गए 
8 
समीकरण के तुल्य हैं। फलतः प्र॒ दिए हुए समीकरण का हल है। 


दो चरों वाले रैशिक समीकरण कं 


]. 


जद 


छ्ल 


या, 


या, 


ला] 


6 
मे ० ६ 


दोनों पक्षों में 8 तर 

हम दिए हुए समीकरण के दोनों पक्षों में &> 4. रखकर हल की सत्यता जाँच 
हैं 8 हि है 

सकते हैं। हम पाते हैं कि ४- हु के लिए बायाँ पक्ष - दायाँ पक्ष-72 है। अतः 

पर दिए हुए समीकरण का हल है। 


ध्यान दीजिए. कि समीकरण (2) के दोनों पक्षों में -3५ जोड़ने का प्रभाव यह हुआ 
कि बायाँ पक्ष का 6:तो 6:-3% बन गया और दायाँ पक्ष का %, 35-3:<0 बन 
गया। इस प्रकार, 3» दायाँ पक्ष से लुप्त होकर बायाँ पक्ष में बदले हुए चित्रों के 
साथ उत्पन्त हुआ। एक पक्ष से एक पद के लुप्त होकर इसका दूसरे पक्ष में बदले 
हुए चित्र के साथ उत्पन्न होने के इस प्रभाव को स्थानपन्‍नता (#&॥7970अ70०॥) कहते 
हैं। इसे एक पद को दूसरे पक्ष में स्थानापन्‍न करना भी कहते हैं। सरल भाषा में 
यहाँ स्थानापन्‍न करने से तात्पर्य एक पक्ष से दूसरे पक्ष में ले जाने से है। 


समीकरण को हल करने की एक उपयुक्त विधि यह है कि चर और अचर पदों 
को अलग-अलग पक्षों में ले जाएँ। 


हरणश 2 : समीकरण 5४-३3 - 2:+ 9 को हल कीजिए। 


: 2४ को दायाँ पक्ष से बायाँ पक्ष में स्थानापन्‍न करने पर प्राप्त होता है ; 
5£-3- 2.0 5 9 
-3 को बायाँ पक्ष से दायाँ पक्ष में स्थानापन्‍न करने पर 
5४-25 9 + 3, 
3४८ 2 
४4 (दोनों पक्षों को 3 से भाग देकर) 


फलत: समीकरण का हल ४-4 है। 


प्रश्नावली 4. 


निम्नलिखित समीकरणों को हल कीजिए ; 


.+ 


के 4 5 23 2. ४-7 5 39+ 9 3, 3॥+2+52॥+ 7 
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" 5 2 
>औ ्त न नर सन 6, 24 --3(४-2) 5८ ४ + 8 
4. भ-3 हू तू 2 5. 7 ह (्‌ 
7, 30+3 5 5 8. 27+7# [9 | 9. 3४-2-223+4 


4.4 निर्देशांक _ 


माना कि आप कागज के पन्‍ने पर कहीं एक बिन्दु लगाते हैं। (आकृति 4.] (७) यदि 
हम आपसे कागज पर बिन्दु को स्थिति के विषय में पूछें तो आप क्या उत्तर देंगे? 
सम्भ्वत: आप कुछ ऐसा कहेंगे “बिन्दु कागज के ऊपर वाले आधे भाग में हैं। या 
बिन्दु कागज के बाएँ किनारे के पास है।” या "बिन्दु कागज के बाएँ ऊपरी कोने 
के बहुत पास है।" क्या इनमें से किसी भी उत्तर से बिन्दु की सही स्थिति का ज्ञान 
होता है? नहीं। यदि आप कुछ गणितीय प्रवृत्ति वाले हैं तो आप कुछ ऐसा कह सकते 
थे : "बिन्दु कागज के बाएँ किनारे से लगभग 5 सेमी दूरी पर हैं।" इससे बिन्दु 
की स्थिति आंशिक रूप से तो ज्ञात हो जाती है किन्तु पूर्णरूपेण नहीं। कारण यह 
है कि रेखा ४8 के सभी बिन्दु कागज के बाएँ किनारे से 5 सेमी दूर हैं (आकृति 
4.0)। थोड़ा सा सोचने के बाद आप सम्भवत : यह कहेंगे कि बिन्दु कागज के 


। हर ण ' 


सेमी 


७ जजलक 


। 
ह् 


ज्के 




















5 सेमी है 
(0. आकृति 4.3.. 0) 


निचले किनारे से इतनी दूर है। अब बात बन जाती है। सारांश यह कि बिन्दु की 
स्थिति का ज्ञान कराने के लिए हमने दो स्थिर रेखाओं से इस बिन्दु की दूरी बतला 
दी। यह दो स्थिर रेखाएँ थीं : कागज का बायाँ किनारा और कागज का निचला 
किनारा। इस सरल विचार के दूरगामी परिणाम निकले। इससे गणित की एक महत्त्वपूर्ण 
शाखा निर्देशांक ज्यामिति का जन्म हुआ। आइए इसको ठीक से समझा जाए। 


एक समतल, में दो लम्बवत्‌ रेखाएँ ४05 और ९0५१ लीजिए। इनके प्रतिच्छेद बिन्दु 
0 को दोनों रेखाओं का शून्य बिन्दु मानिए। (आप जानते ही हैं कि एक रेखा पर 


दो चरों वाले रैख़क समीकरण प5 


संख्याओं को कैसे व्यक्त किया जाता है।) इन दो रेखाओं को प्राय: दो रेखाओं द्वारा 
जैसा कि आकृति 4.2 में दिखाए अनुसार लिया जाता है। जैसा कि आप जानते हैं, 
%0४ का धनात्मक भाग 05 और ऋणात्मक भाग 0५' हैं, 07४ को ५४0५ का 
धनात्मक भाग और 0५९, ४0ए का ऋणात्मक भाग है (आकृति 4.2)। आप चाहें 
तो रेखा के ऋणात्मक भाग से ह5'#' और तीर के निशान हटा सकते हैं। बिन्दु 0 
को मूल बिचु या कंतद्र बिन्दु (०प४॥) कहते हैं। 


है 
| 
हिंतीय चतुर्थाश | प्रथम चतुर्थाश 
» | 
हर. इट दपह 4 (3, १७ चईे ॥ हि हर 
(0 
तृतीय चतुर्थाश |. चतुर्थ चतुर्थाश 
| 
शा. 
आकृति 4,2 


४0% को 5 का अक्ष या सीधे -अक्ष (४-४७४७) कहते हैं। ४'0५ को ५ का अक्ष 
या सीधे ए-अक्ष 0-४७०७) कहते हैं। >'05% और ५४0४ दोनों को मिलाकर निर्देशांक 
अक्ष कहते हैं। निर्देशांक अक्ष समतल को चार भागों में बाँट देते हैं। इन भागों को 
चहुर्थाश ((०थ्ताथा) कहा जाता है। इन भागों के नाम प्रथम () चतुर्थाश, द्वितीय 
(0!) चतुर्थाश, तृतीय (ता) चतुर्थाश और चतुर्थ (५) चतुर्थाश कहते हैं (आकृति 4.2)। 
समतल, +-अक्ष और #-अक्ष को मिलाकर कार्तीय समतल ((थ्ञाब््ंथा 90॥८) कहते हैं। 
समतल में किसी बिखु ? की स्थिति का नि्धारिण इस प्रकार किया जाता है :; , 
है 


9.३ - 2००) 
|» 
( 





है] 
हु / 
आकृति 4.3 
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आकृति 4.3 के अनुसार ? से ए५, ५0५ के समांतर और श४, 05% के समांतर 
खींचिएख। अब ७ और [४ क्रमशः रेखाओं 205 और ९0९ के बिंदु हैं। अत: ये 
किन्हीं वास्तविक संख्याओं, कहिए क्रमश: ५ और 9», को व्यक्त करते हैं। अब » और 
», अक्षों पर ॥॥ और 'प की स्थिति के अनुसार, धनात्मक या ऋणात्मक हो सकते 
हैं। आकृति 4.3 में 9 चतुर्थाश ] में स्थित है। यहाँ दोनों ॥॥ और ४, अक्षों के 
धनात्मक भाग पर स्थित हैं। अतः यहाँ दोनों » और » धनात्मक हैं। यह संख्याएँ 
» और », बिखु 7? के कार्तीय निर्देशांक ((थआधव्भर्रा 7०णआक७) या सीधे 9 के 
निर्देशाक कहलाते हैं। इनको कमित युग्म (०4७०० ७कषा) (७,») के रूप में लिखा जाता 
है। » को ? का भुज (४05०859) और » को ? की कोटि (णरआश०) कहा जाता 
है। प्रतीक ९(५,)) यह बताता है कि » और » बिन्दु ? के निर्देशांक हैं। इस प्रकार 


? के भुज का परिमाण #0/<“]ए?>? की 3-अक्ष से दूरी 9 की कोटि का 
परिमाण - 0५ 5४९5? की >-अक्ष से दूरी >-अक्ष के दाहिने पड़ने वाले बिन्दुओं का 
भुज धनात्मक होता है, »-अक्ष के बिन्दुओं का भुज शून्य, और >-अक्ष के बाएँ पड़ने 
वाले बिन्दुओं का भुज ऋणात्मक होता है। #अक्ष से ऊपर वाले बिन्दुओं की कोटि 
धनात्मक, »अक्ष के बिन्दुओं की कोटि शून्य और #»अक्ष के नीचे के बिन्दुओं की 
कोटि ऋणात्मक होती है। उदाहरणत:, आकृति 4.4 में बिखु & और 70$-अक्ष के 
दाहिने हैं और इनके भुज क्रमश: 2 और ॥ धनात्मक हैं। 8 और ८, 5-अक्ष के बाँए 







पल | न 
यि । | 3-4.). मर 

शी तह । के, कक अर मल 
कस मल (0 कप 
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हैं और इनके भुज क्रमशः -। और -2 ऋणात्मक हैं। & और 8, +-अक्ष के ऊपर 
हैं और इनकी कोटियाँ क्रमश: 2 और | धनात्मक हैं। 0 और 7>-अक्ष के नीचे 
हैं और इनकी कोटियाँ क्रमश: -। और -2 ऋणात्मक हैं। 


स्पष्ट है कि किसी बिन्दु के भुज और कोटि दोनों ही चतुर्थाश [ में धनात्मक और 
चतुर्थाश ॥! में ऋणात्मक होते हैं। चतुर्थाश पर के बिन्दुओं के भुज ऋणात्मक और 
इनकी कोटियाँ धनात्मक होती हैं। चतुर्थाश 4 के बिन्दुओं के भुज धनात्मक और इनकी 
कोटियाँ ऋणात्मक होती हैं। 


१4 
(-,7) (+, 7) 
हैश डे 6 9. 
(--) ः (४, -) 
पृ 


आकृति 4.5 


८ 
४ 


5 शाफ कागज पर बिन्दुंओं का आलेखन 


दिए गए निर्देशांक वाले बिन्दु को कार्तीय समतल में चित्रित करने की क्रिया को बिम्दु 
का आलेखन (70४गगन्‍्ठ 8 7०70) कहते हैं। किसी बिन्दु के आलेखन के लिए हम 
वर्गाकित कागज (इक्षाक्ष०त ०030०) की प्रयोग करते हैं। इस कागज को ग्राफ-कागज 
(20 एथ7००) भी कहते है। वर्गाकित कागज पर दो लम्बबत्‌ रेखाएँ ५0४ और 
१0९, निर्देशांक अक्षों के रूप में लीजिए (आकृति 4.6) मान लीजिए कि बिदु 
(2, 3) का आलेखन करना है। सबसे पहले £-अक्ष पर 0 के दाई ओर दो खंड (वर्श) 
गिनिए। अब यहाँ से ऊपर की ओर तीन खंड गिनकर जो बिन्दु मिले उसे विग्हित 
कीजिए। इस बिन्दु का नाम ? रखिए और इसके पास (2, 3) लिखिए। ध्याव दीजिए 
कि यदि हम ? से 50 और २९० के समांतर रेखाएँ खीचें जो इन्हें 8 और & पर 
मिलें तो 00-2 और 08-3 होगा। अतः ? ठीक बिन्दु (2,3)ही है। 
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अब बिन्दु (-2,3) का आलेखन करेंगे। यह बिन्दु चतुर्थाश ॥ में स्थित है। क्‍योंकि 
भुज-2 ऋणात्मक है, हम 05 के ऋणात्मक भाग पर दो खंड गिनेंगे। तात्पर्य 
यह कि 0 की बाई ओर दो खंड गिनेंगे। यहाँ से ऊपर की ओर 3 खंड गिनेंगे 
और जो बिन्दु मिलेगा उसे चिन्हित करेंगे। यह बिन्दु (-2,3) है। 


ही गा -पब] 




















हि हि | 
। मिड [ 
शा ओक आदि कक 7 तो 
गन जा 


। आकृति 4.6 
अब देखते हैं कि चतुर्थाश गा में किसी बिन्दु, कहिए (-2,-3), का आलेखन कैसे 
करेंगे। पहले की भाति 0की बाई ओर 2 खंड गिनेंगे। कोटि-3 के ऋणात्मक होने 


के कारण यहाँ से 3 खंड नीचे की ओर गिनेंगे। इस प्रकार मिलने वाले बिन्दु को 
चिन्हित करेंगे। यह बिन्दु (-2,-3) है। 


चतुर्थाश [ए में किसी बिन्दु, कहिए (4,-5), का आलेखन करने के लिए +-अक्ष पर 
0 के दाईं ओर 4 खंड, और यहाँ से नीचे की ओर 5 खंड गिन लेंगे। अब मिलने 
वाले बिन्दु को चिन्हित करेंगे। यही बिखु (4,-5) हैं। 


प्रश्नावली 4.2 
. जिस चतुर्थाश में बिन्दु स्थित है उसका नाम बतलाइए : 
(४७) &(,]) (0) 82,4) . (०0) ((-3,-0) (9) 0(-,2) 
(९) 5(,-) (0) 8(-2,-4) (8) ७(-3,0) (0) ह(,-2) 


2. निम्नलिखित में से कौन से बिन्दु #अक्ष पर स्थित हैं? 
5(,।), 8(,0), 0(0,), 0(0,0), ४(-,0), ॥(0,-), 0(4,0), छ(0,-7) 
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3. प्रश्न 2 में दिए गए बिन्दुओं में से कौन से +-अक्ष पर स्थित हैं? 

4, बिन्दुओं &(2,0), 8(2,2), 0(0,2) को चिन्हित करिए। रेखाखंड 0, 8, 80, और 0० 
खींचिए। क्‍या आकृति बनी? 

5. बिचुओं «(4,4) और ४(-4,4) को चिन्हित कीजिए। रेखाखंड 0», 08 और 8५ 
खींचिए।. ऐसा करने से क्‍या आकृति प्राप्त होती है? 


क्रियाकलाप 
7. आकृति 4.709) में बने चित्र को देखिए। रेखाखंडों के अन्त्य बिन्दुओं के निर्देशांक 


बतलाइए। इसी प्रकार रेखाखंडों से कुछ अन्य उपयुक्‍त चित्र बनाइए जिनके अन्त्य 
के निर्देशांक पूर्णाक हों। इन निर्देशांकों को लिखिए भी। 


[, आक्रतियों 4.7 (७), 4.7 (0) और 4.7(७) में बने नाव, लैम्प और झोंपडी के चित्रों 
को देखिए। अन्त्य-बिदुंओं के निर्देशांक लिखिए। वर्गाकित कागज पर रेखाखंड 
से अपनी पसंद के कुछ अन्य चित्र बनाइए। पर ध्यान रहे, अन्त्य बिन्दुओं के 
निर्देशांक पूर्णक हों। अपनी सहेलियों (या मित्रों) से इन बिन्दुओं के निर्देशांक 
पूछिए। 


4.6 दो चरों वाले रैखिक समीकरण 
दो चरों वाले रैखक समीकरण एक चर वाले रैखिक समीकरणों से इस बात में भिन्न 
होते हैं कि इनमें एक के स्थान पर दो अज्ञात. राशियाँ होती हैं। इस प्रकार, जहाँ 


एक चर वाला रैखिक समीकरण «८+ ४-0, ८४०0 के रूप में होता है, दो चरों वाले 
रैखिक समीकरण का रूप होता है :; 


4४+ 79 + 050 जहाँ ०0, ४ &0 


सामान्यतः: इन दो चरों को » और » से व्यक्त करते हैं। पर विशेष दशाओं में 
अन्य चरों का प्रयोग भी किया जा सकता हैं। उदाहरणत: सब-के-सब 
४+29+450, ४+2954, -3:+ 79 -5 ० 0.54 + 69 5 ै।] दो चरों वाले रैखिक 
समीकरण हैं। ह 


ध्यान दीजिए कि यदि ८८+४)+८-०में ० ४ में से एक तो शून्य हो. और दूसरा 
शून्य न हो तो यह समीकरण ८&:+८50या ४»+८«>0बन जाएगा। दोनों दशाओं 
में हमें एक चर वाला रैखिक समीकरण प्राप्त होता है। इसी कारण से प्रेतिबन्ध 
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०%0,##0 लगाया जाता है। तब भी, विशेष दशाओं में हम ० और ४ में से एक 
को शून्य मानकर चलेंगे 


४ 
ज्ह- 


१.7 दो बर्स याले रंसिके समीकरणों का हल. 


एक चर वाले रैखिक समीकरण की भाँति हम दो चरों वाले रैखिक समीकरणों को 
भी हल कर सकते हैं। यहाँ हल से तात्पर्य होता है 
४ और » का एक-एक ऐसा मान जिसके लिए समीकरण के दोनों पक्षों (दायाँ 
पक्ष और बायाँ पक्ष) का मान बराबर हो जाए। 
उदाहरणतः ४5 2, 953 समीकरण 
3४+ 49 5 8 
का हल है क्‍योंकि :-2,»53 के लिए इस समीकरण का... 
बायाँ पक्ष -3४+4/53%2+4%3-]8 » दायाँ पक्ष 
दूसरी ओर, &«॥,»->2 पर इस समीकरण का हल नहीं है क्‍योंकि #« , » 5 2 पर 
इस समीकरण के लिए 
बायाँ पक्ष -3४+4953% +4%25]] #दायाँ पक्ष (जो 8 है) 


दो चरों वाले रैख़िक समीकरणों के हल के विषय में एक रोचक बात यह है कि 
हल अद्वितीय नहीं होता। (तात्पर्य यह कि ऐसे समीकरण का केवल एक हल न होकर 
एक से अधिक हल होते हैं।) सत्यापित कीजिए कि ४6, /50 भी ऊपर दिए गए 
समीकरण का हल है। इस प्रकार, इस समीकरण के कम-से-कम यह दो हल 


अ | 2,953 और # < 6, #5 09 


तो हैं ही। क्या आप कोई और हल खोज सकते हैं? अवश्य, सरलता से। जैसे ही 
इस समीकरण में आप «का कोई मान रख देते हैं, वैसे ही यह » में एक रैखिक 
समीकरण बन जाता है। यदि आप इस प्रकार बने समीकरण को » के लिए हल कर 
लें तो » का यह मान और »का जो मान आपने दिए हुए समीकरण में रखा था, 
मिलकर दिए हुए समीकरण का हल बन जाते हैं। इस प्रकार, दो चरों वाले किसी 
रैखिक समीकरण के हलों की संख्या का कोई अन्त नहीं। अत: हम कहते हैं कि 


दो चरोों वाले रैखिक समीकरण को अलंत (भनगिनत) हल होते हैं।' 
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दो चरों वाले समीकरणों के भिन्‍न-भिन्‍न हल निकालने की विधि आगे दिए गए 
उदाहरणों से समझाई जा रही है। 
उदाहरण 3 : समीकरण #+29-3 के चार भिन्‍न-भिन्‍न हल निकालिए। 
हल १ प्यान से देखने पर ज्ञात हो जाता है कि »-], »] दिए गए समीकरण का 
हल है क्‍योंकि ४>],»< ! के लिए 

बायाँ पक्ष -४+ 295 ]+2-3 - दायाँ पक्ष 


अब ४-0 ले लीजिए। « के इस मान के लिए दिया गया समीकरण 293 बन जाता 


3 3 
है। इसका एक अकेला हल »« न्‍ है। फलत: ४«0, »5 प. भी दिए हुए समीकरण 
का एक हल है। 


»«0 लेने पर दिया गया समीकरण ४-3 बन जाता है। अतः ४3,950 एक और 
हल है। 
अंत में ;-- लेते हैं। अब दिया गया समीकरण ४-2-3 अर्थात्‌ ४-5 बन जाता 
है। फलतः ४-5, »-- एक और हल है। इस प्रकार, दिए गए समीकरण के चार 
हल हैं ४ 

# <।, %७ |, # रू 3,० ८ 0, 

४35, ७ 5-), अह0, 9८ .5 
टिप्पणी : ध्यान दीजिए कि दो चरों वाले समीकरण के दो सुविधाजनक 
हल (0,)) और (४0) रूप में होते हैं। 


4.8 दो चरों वाले रेखिक समीकरणों का आलेखन 
उदाहरण 3 में दिए गए समीकरण, अर्थात्‌ 

2+ 29 5 3, () 
के हमने चार हल निकाले। इनको हम एक तालिका के रूप में लिख सकते हैं। इसके 


लिए किसी हल के » के मान के नीचे इस हल का »का मान लिख दिया जाता 
है। ऐसा करने पर यह तालिका प्राप्त होती हैः 


गणित 





अब वर्गाकित कागज पर बिन्दु (,), (0,.5), (3,0) और (5,-)) को चिन्हित कीजिए। 
इनमें से किन्हीं दो बिन्दुओं से निकलने वाली रेखा खींचिए। आपने क्‍या देखा? शेष 
दोनों बिन्दु इसी रेखा पर निकले न! वास्तबिंकता यह है कि वे सब अनगिनत बिन्दु, 
जिनके निर्देशांक समीकरण (]) को संतुष्ट करते हैं, इसी रेखा, कहो 8 पर स्थित 
होंगे। दूसरों ओर यदि आप रेखा 8 पर स्थित कोई बिन्दु (७, 4) लेते हैं तो आप 
देखेंगे कि &5»,» ० समीकरण (!)) का हल होगा। उदाहरण के लिए बिन्दु 
(,-2) रेखा ४8 पर स्थित है, और आप सत्यापित कर सकते हैं कि »«7, 
9-2 सचमुच समीकरण (।) का हल है। 





इस प्रकार, आप देख सकते हैं कि यदि ७8 वह रेखा हो जो ऐसे दो बिन्दुओं 
को जोड़ने से बनी हो जिनके निर्देशांक समीकरण () को संतुष्ट करते हों तो रेखा 
88 और समीकरण (), एक-दूसरे से इस प्रकार जुड़े हैं 


१. प्रत्येक वह बिन्दु जिसके निर्देशांक समीकरण () को संतुष्ट करते हैं, रेखा ४8 
पर स्थित होता है। 
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2. रेखा 88 पर स्थित प्रत्येक बिन्दु (६, ७) से समीकरण (॥) का एक हल 
5८०, » 5 2 प्राप्त होता है। 


ऊपर के तथ्यों को हम यह कहकर व्यक्त करते हैं कि रेखा &8 समीकरण () का 
आलेख (हथ90) है। समीकरण (॥) के साथ जो विशेषण रैखिक जुड़ा हुआ है वह 
यही बताता है कि इस समीकरण का आलेख एक रेखा है। . 


. ऊपर हमने जिस प्रकार कौ बात समीकरण £»+29>3 के लिए कही वैसी ही 
बात प्रत्येक रैखिक समीकरण &४«+£४95०८ के लिए कही जा सकती है। अर्थात्‌ 


3. ८८६ 29»5८ का आलेख एक रेखा है, माना रेखा «8 


3 30४8 के आलेख: अर्थात्‌ रेखा ७8 पर स्थित प्रत्येक बिन्दु के निर्देशांक इस 
समीकरण को संतुष्ट करते हैं। 


3, अगर कोई बिन्दु |, 4)] ८८०+ ४५5८ के आलेख, अर्थात्‌ रेखा ४8 पर स्थित हो 
तो + |, ै» 5 4 4०४ + 295८ का हल होगा। 

टिप्पणियाँ : 

. स्पष्ट है कि समीकरणों ८८+४/5८ और #(४४+ ४)) 5४2, £#0 के हल वही 
होते हैं। कारण यह है कि यदि ४« 9 5 4, 4४ + 7/ 5८ का हल हो तो 
६०+£4 5८, हो जाएगा। यहाँ से £(६७ + 24) 5४८ हो जाएगा यदि £#0। पर 
इसका अर्थ यह होगा कि 59,» 54 समीकरण #(७+४)-/८) का हल हो 


जाएगा। फलत: £#0 होने पर ८+#४95८का आलेख वहीं होगा जो 
६(८४+ 29) -/#८ का है। 


2. आप जानते हैं कि ८८+४/-८का आलेख एक रेखा है। आप यह भी जानते 
हैं कि यदि रेखा के कोई से दो बिन्दु ज्ञात हों तो यह रेखा खींची जा सकती 
है। इससे यह परिणाम निकला कि यदि दो ऐसे बिन्दु मिल जाएँ जिनके निर्देशांक 

_ समीकरण को संतुष्ट करते हों तो इस समीकरण का आलेख खींचा जा सकता 
है। 


उदाहरण 4 ; 2:"+39-5! का आलेख खींचिए। इस आलेख का प्रयोग समीकरण 
के कुछ और हल निकालने के लिए कीजिए। आलेख से भी सत्यापित 'कौजिए कि 
४55, 9-3 इस समीकरण का हल है। 


गणित ह 
86 'णित.. 


हल : जाँच लीजिए कि #>-, 5 ),और ४52, »<-/ वीस्‍्तव में दिए गए समीकरंण 
के हल हैं। अत: हम आलेख खींचने के लिए निम्नलिखित तालिका का प्रयोग करेंगे: 


तालिका 4.2 





आलेख खींचने के लिए हम ऊपर की तालिका से प्राप्त दोनों बिखुओं को चिन्हित 
कर उन्हें एक रेखा द्वारा जोड़ लेंगे। (देखिए आकृति 4.9) आलेख से ज्ञात होता है 
कि ४:-4,/53, और ४०8,»5-5 भी हल हैं। बिन्दु (5,-3) भी आलेख पर स्थित 
है। अतः ४&«5, »--3 वास्तव में दिए हुए समीकरण का हल है। 





4.9 एक चर वाले रैखिक समीकरण का कार्तीय समतल में आलेखन 


याद कीजिए कि यदि 6#0,9%0 40+29+ ०0 दो चरों वाला समीकरण होता है। 
परन्तु यदि हम ०,० में से किसी एक को 0 लें, तो यह एक चर वाला समीकरण 
बन जाता है। आइए, एक उदाहरण द्वारा यह देखें कि जब ०,» में से एक को 0 
लेते हैं तो हलों और आलेख में क्‍या अंतर आता है। 
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उदाहरण 5. : समीकरण 39+9<0 के तीन हल निकालिए और इसका आलेख भी 
“खींचिए। 


इल : पहले तो यह जान लीजिए कि दिए हुए समीकरण को ७४+3/+9-0 के 
रूप में लिखा जा सकता है। क्‍योंकि £ का गुणांक शून्य है, » को कुछ भी मान 
दिया जा सकता है। » के सभी मानों के लिए %£ का मान 0 होता है। इस प्रकार, 
दिए गए समीकरण के संतुष्ट होने के लिए » का ऐसा मान लेना होगा कि 
39+950 हो जाए। दूसरे शब्दों में />-3 लेना होगा। फलतः दिए हुए समीकरण 
के तीन हल होंगे 


४८ , | 553; ४८०, »७ 5-3; ४ 0, 9 & -3 
समीकरण के आलेखन के लिए, पहले दो हल अर्थात £-, /--3 और #>2, 
»<-3 ले लेते हैं। अब इन दो बिन्दुओं को चिन्हित कर इन्हें एक रेखा द्वारा जोड 
लेते हैं। आप क्‍या देखते हैं? क्‍या यह रेखा -अक्ष के समांतर है? निश्चय ही 
यह »-अक्ष के समांतर है और इससे 3 इकाई नीचे की ओर है। आकृति -4.0 को 
देखिए। 








टिप्पणी : ऊपर » के मान की कोई भूमिका नहीं थी क्‍योंकि इसका मान कुछ भी 
लिया जा सकता था। अत: ऊपर का आलेख सही अर्थों में तो 39+950 या 
»«“-3 का ही आलेख था। 
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उदाहरण 6 ; रैखिक समीकरण »-5-0 का आलेख खींचिए। 


हल : इस समीकरण को हम दो चरों वाला समीकरण समझ सकते हैं जहाँ » का 

गुणाक शून्य है। इस बार » का मान कुछ भी लिया जा सकता है क्‍योंकि 0) सदा 

0 ही रहता है। परन्तु ध्यान रहे कि & के मान का समीकरण ४-50 या 
5 को संतुष्ट करना. पड़ेगा। फलतः दिए गए समीकरण के दो हल हैं 


| ;&>३5,.9 0 और + 5,» ८) 
बिन्दुओं (७,0) और (,]) का चिन्हित कर इन्हें जोड़ने से जो रेखा प्राप्त होती है 


वह दिए गए समीकरण या ४-55<0 या ४-5 का आलेख है। ध्यान दीजिए, यह 
रेखा »-अक्ष के समांतर और इससे 5 इकाई की दूरी पर है। 


टिप्पणी ; समीकरण » > 6 का आलेख >-अक्ष के समातर एक रेखा होती है। 
०>0 होने पर यह रेखा #-अक्ष से ऊपर होती है और 4>0 होने पर #-अक्ष से 
नीचे। (४०0 पर यह कहाँ होगी) 







३९९० कक हे पर न 
। हट 





नहर ॥ न्ब 
विलओ। 


(बन >« ह+-»ै,ध न । जय +पअरस-+म-+>-न ह8०क.००त ०० 


आकृति 4,॥॥ 


१ 

मु 
नमन 
| के. 

पु 


उदाहरणतः »>-5 का आलेख #-अक्ष के समांतर एक रेखा है जो »-अक्ष से 5 इकाई 
दूर इसके नीचे स्थित है। इसी प्रकार, समीकरण >5४ का आलेख >-अक्ष के समांतर 
एक रेखा होती है। 4>0 होने पर यह $-अक्ष के दाएँ और ५<0 होने पर यह 
)-अक्ष के बाएँ होती है। (४८० पर यह कहाँ होगी?) 
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ु प्रश्चावली 4.3 
॥. ज्ञात कीजिए कि निम्नलिखित में से ४-2,» | किस-किस समीकरण का हल है : 
(3) 2"+ 59 5 9 (0) 5& + 39 5 4 (०) >४+ 395८7 
(6) #-395] (७) 2४-39+7 5 ६ () :#+9+450 
2. निम्नलिखित प्रत्येक समीकरण का आलेख खींचिए। आलेख से कुछ हल पढ़िए और 


समीकरण में प्रतिस्थापित कर इन्हें सत्यापित कीजिए। प्रत्येक के लिए वे बिन्दु निकालिए 
जहाँ यह आलेख दोनों अक्षों से मिलता है। ँ 


(8) 22+ 9 6 (0) ४-295 4 (०) 2४- )+3%< 4 
(3) ५-3४ ८ 9 (2) 2४+ 3)-3 ७ +4)50. (0 (४-4)-४9+ 450 


3, दो चरों वाले निम्नलिखित प्रत्येक समीकरण के कम-से-कम 3 हल निकालिए: 
(8) 25४ + 59 5 3 (9) 5४+ 39 54 (०) >४+ 3954 
(४) 22-39 5:-| (8) 2४-39 + 75 0 () >+/9+450 


4. निम्नलिखित प्रत्येक समीकरण के चार हल निकालिए ; 


(9) [22+ 595 0 , ४) 5४-3/95 0 (0) 2(0-) + 395 4 
(0) 27/-3(४-2) 5 ! (8) 20 + 3)-3(9+ ) 8$0 () (४-4)-५%+4 5 0 
(8) >+»5 0 (0) ४-»< 0 () #«>0 


5, नीचे दिए गए समीकरण-युग्मों के लिए ४5, 950 और ४50, »5४ रूप के हल 
निकालिए। क्‍या इन युग्मों के ऐसे कोई उभयनिष्ठ हल हैं? 


(39) ३3४+ 2956 और 5५ - 295 0 
(0) 5५ + 39 5 5 और 55+ 29 <0. 
(0) 9४+7/ 5 63 और ४-»  0 
6, ८ का ऐसा मान निकालिए जिसके लिए निम्मलिखित प्रत्येक समीकरण का एक हल 
' हू ],»5। हो : 
| ( % + ८५956 (0) 4४-29 50 (0) 3४+कउछनव 
5 ही 5 2075 5६ (७) 9७४+ [260 5 63 
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7. निम्भनलिखित समीकरणों के आलेख खींचिए : 
(8) ४52 (09) #>3 


(०0) झ5"-+- 
(9) $#८-३ (6) 27+5 50 () ३७-25 0 
(2) #+ ५50 (0) ४-५८ 0 60) ><0 


(0) #50 


अध्याय 5 





प्रतिशत एवं उप्तके अनुप्रयोग 


9, | ] ग्र्कां 


हमने पिछली कक्षाओं में प्रतिशत एवं उप्तके अनुप्रयोग के संबंध में पढ़ा ही है। याद 
कीजिए कि प्रतिशत एक भिन्‍न है जिसका हर 00 है। शब्द लेटिन 9० ०थाए्ण का 
संक्षिप्त रूप प्रतिशत है, जिसका अर्थ है 'प्रति सैकड़ा' 'सौ पर' या सौवा!। प्रतिशत 
को' प्रतीक % से दर्शाते हें इस प्रकार 25 प्रतिशत को 25% लिखा जाता है। आप 
यह भी स्मरण कीजिए कि प्रतिशत को भिल (या दशमलव) के रूप में दर्शाया जा 
सकता है और विलोमत: भी। इस प्रकार, हमें प्राप्त होता है 


74 

॥॥ 74% २+---<0.74 पं 50 

() 0) 87% हु 5008 
25 ... 4 3 00 60 

गए आवक, मल नम लि 

गा आ28 0७ 5 एप्रह्ृ 


इस अध्याय में, हम प्रतिशत, लाभ और हानि और बद्य के उन प्रश्नों से कुछ अधिक 
कठिन प्रश्न हल करना सीखेंगे जो कि आपने पिछली कक्षाओं में पढ़े थे। इस अध्याय 
में, हम बिक्री कर (586६ 7४७) एवं निर्वाह सूचकांक (७0४ ० ॥ शाह ॥00%) / की 
अवधारणाओं तथा उनकी गणना से भी अवगत कराएंगे। 


5.2 प्रतिशत पर कुछ प्रश्न 

अब प्रतिशत को अच्छी तरह से समझने के लिए हम कुछ उदाहरणों " 
हैं। 

उदाहरण ॥: किसी शाला में विद्यार्थियों की संख्या 900 से बढ़कर ' 
'है। ज्ञात कीजिए कि विद्यार्थियों की संख्या में कितने प्रतिशत 
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हज $ विद्यार्थियों की संख्या में वृद्धि न 936-900 5 36 
हमें ज्ञात करना है कि 900 का कितना प्रतिशत 36 है? 


36 
भीष्ट सू--+- २८ [0054 
अभीष्ट वृद्धि हल 


अतः विद्यार्थियों -की संख्या में 4% वृद्धि हुई। 


उदाहरण 2; एक परीक्षा में, राजू एवं नीता को क्रमशः 294, और 372 अंक प्राप्त 
हुए। यदि नीता को 62% अंक प्राप्त हुए हों, तो अधिकतम अंक एवं राजू के प्राप्ताक 
का प्रतिशत ज्ञात कौजिए। 


हल 5५ मान लीजिए अधिकतम अंक < हें। 
“नीता के अंक -४ के 62% 
नीता को 372 अंक प्राप्त हुए। 


पक > 400 5 500 
62 


राजू हु 294 
राजू के प्राप्तांक का प्रतिशत « ह्ञाव 00549 


अतः अधिकतम अंक 600 हैं और राजू को 49% अंक प्राप्त हुए। 

उदाहरण 3: चाय का मूल्य 0% घट जाने पर एक व्यापारी 22500 रु. में 25 किलो 
चाय अधिक खरीद सकता है। प्रति किलो चाय का घटा हुआ मूल्य क्‍या है? 
हल : चाय के मूल्य में कमी ७ 0% 


। 0 
0 रु. का 0% 
22500 रु. का ॥0%- पंत 
अब इस 2250 रु. से व्यापारी 2: किलो चाय क्रय कर सकता है। 
« 25 किलो चाय का घटा हुआ मूल्य - 2250 रु. 


2250 
। किलो चाय का घटा हुआ मूल्य 5 पद ४ रु, 5८ 9 रू. 





# 22500 रू. ८ 2250 रु. 


प्रतिशत एवं उसके अनुप्रयोग हे 


मान लीजिए ! किलो चाय का मूल मूल्य ७ » रु, 


० 02 
पं 00 ह 
0 
प्रति किलो चाय का घटा हुआ मूल्य ७ »- नाग 
40/ _ 
00 
90% 
“77-90 
हि 800 
या >> 00 


: अर्थात्‌ प्रति किलो चाय का मूल मूल्य 00 रु. है। 


उदाहरण 4; दो उम्मीदवारों & एवं 8 के बीच एक चुनाव में & को कुल 
वैध मतों के 60% प्राप्त हुए। यदि कुल 500000 मतों के 45% अवैध घोषित हुए 
हों, तो छ के पक्ष में डाले गए वैध मतों की संख्या ज्ञात कौजिए। 


: हल : अवैध मतों की कुल संख्या 


500000 का 45% 
है 5 
400 


वैध मतों की कुल संख्या « 500000 - 75000 < 425000 

उम्मीदवार » के पक्ष में डाले गए बैध भतों का प्रतिशत - 60% 

उम्मीदवार 9 के पक्ष में डाले गए वैध मतों का प्रतिशत « (00-60)% < 40% 
उम्मीदवार 8 के पक्ष में 'डाले गए बैध मतों की संख्या 


॥ 


><300000 ८ 75000 


| 


425000 का 40% 


गा >425000 
400 


70000 


॥॥| 


अतः उम्मीदवार 8 मे !70000 बैध मत प्राप्त किए। 
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उदाहरण 5; किसी वस्तु का मूल्य 20% बढ़ गया है। ज्ञात कीजिए कि उपभोक्ता 
-उस वस्तु का उपभोग कितने प्रतिशत कम कर दे कि उसके व्यय में वृद्धि न हो। 
हल 5४ मान लीजिए प्रति किलो वस्तु का मूल्य ७ | रु. 
और वस्तु की खपत < 00 किलो 
. कूल व्यय 5 | » 00 रु. 5 00 रु. 

मूल्य 20% बढ़ गया है 


मे 20 6 
प्रति किलो वस्तु का बढ़ा हुआ मूल्य "भर अं ।] रु. < कफ, 


मान लीजिए अब » किलो वस्तु की खपत होती है। 


6 
, व्यय नल्द रु, 
5 
० 
द्रव । 
5 250 
या ४ 5 00 3८ का किलो 


“ अब खपत की गई वस्तु की मात्रा त्य किलो 
. खपत में कमी “००-८४ किलो 
50 
कर किलो 
65. 
हु किलो 


खपत में कमी हुई 64% 


प्रतिशत एवं उसके अनुप्रयोग ह 95 


हे प्रश्नावली 5.] ु 
।. किसी शाला 'में विद्यार्थियों की संख्या: 560 से बढ़कर 58 हो जाती है। ज्ञात कीजिए 
कि विद्यार्थियों को संख्या में कितने प्रतिशत वृद्धि हुई। 


2, किसी शाला में विद्यार्थियों की संख्या 200 से बढ़कर 254 हो जाती है। ज्ञात कीजिए 
कि विद्यार्थियों की संख्या में कितने प्रतिशत वृद्धि हुई। 


3, कोयले की खदान का संपूर्ण उत्पादन ज्ञात कीजिए यदि 24% व्यर्थ हो जाने के बाद 
शुद्ध उत्पादन 68400 क्विंटल है। 


4. किसी शाला में विद्यार्थियों की संख्या 8% बढ़ने के पश्चात्‌ 2/60 हो गई। ज्ञात कीजिए 
कि शाला में विद्यार्थियों की मूल संख्या किंतनी थी। 


5. यदि किसी शाला में 60% विद्यार्थी लड़के हैं एवं पाठशाला में लड़कियों की कुल संख्या 
. 460 है, शाला में लड॒कों की संख्या ज्ञात कीजिए। 


6. सेब का मूल्य 25% घट जाने पर एक ग्राहक 240 रु. में 2 किलो सेब अधिक खरीद 
सकता है। ज्ञात कीजिए 
0) प्रति किलो सेब का घटा हुआ मूल्य 
(3) प्रति किलो सेब का मूल मूल्य 

7. मूंगफली के मूल्य में 25% की वृद्धि होने पर एक व्यक्ति को 240 रु. में .5 किलो 
मूंगाफली कम प्राप्त होती दे तो ज्ञात कीजिए “ 
() प्रति किलो मूंगफली का बढ़ा हुआ मूल्य 
(४) प्रति किलो मूंगफली का मूल मूल्य 

8. त्रेमासिक परीक्षा में एक विद्यार्थी को 30% अंक प्राप्त हुए एवं वह ।2 अंकों से अनुत्तीर्ण 


हो गया। उसी परीक्षा में अन्य विद्यार्थी को 40% अंक प्राप्त हुए एवं ये अंक उत्तीर्ण , 
होने के लिए आवश्यक न्यूनतम अंकों से 28 अधिक थे। ज्ञात कीजिए 


0) अधितम अंक 
(0) उत्तीर्ण प्रतिशत 


9. एक परीक्षा में याकूब को 3% अंक प्राप्त हुए एवं वह 4 अंकों से अनुत्तीर्ण हो गया। 
उसी परीक्षा में सोनू को 43% अंक प्राप्त हुए एवं ये अंक उत्तीर्ण होने के लिए आवश्यक 
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न्यूनतम अंकों से 70 अधिक थे। ज्ञात कौजिए 
0) अधिकतम अंक 
(0 उत्तीर्ण होने के लिये प्राप्त न्यूनतम अंकों का प्रतिशत 


, दो उम्मीदवारों & एवं 8 के बीच होने वाले चुनाव में, & को डाले गए कुल भत्तों के 


65% प्राप्त हुए एवं वह 2748 मतों से चुनाव जीत गया। डाले गए कूल मतों की संख्या 
ज्ञात कीजिए, यदि कोई भी मत अवैध घोषित न किया गया हो। 


. किसी वस्तु का मूल्य 60% बढ़ गया है। उपभोक्ता वस्तु का उपभोग कितने प्रतिशत 


कम कर दे जिससे कि उसके व्यय में वृद्धि न हो? 


, एक परीक्षा में, देवेंद्र को 360 अंक प्राप्त हुए। उसके अंकों का प्रतिशत 45 है। उसी 


परीक्षा में उसके मित्र मुबीव को 436 अंक प्राप्त हुए। मुबीन के अंकों का प्रतिशत ज्ञात 
कीजिए। 


. सोहन अपने वेतन का ।4% बचत करता है, जबकि जार्ज 22% बचाता है। यदि दोनों 


को समान वेतन मिलता हो, और जार्ज 540 रु. बचाता हो, तो सोहन की बचत और 
दोनों का वेतन ज्ञात कीजिए। 


, यदि & का वेतन 8 के वेतन से 50% अधिक है, तब & के वेतन से 8 का वेतन 


कितने प्रतिशत कम है? 


, चूने में, भार का 28.6% आक्सीजन रहती है। 750 ग्राम चूनें में आक्सीजन के भार 


का निर्धारण कीजिए। 


. दो उम्मीदवारों & एवं 8 के बीच होने वाले चुनाव में, » को कुल वैध मतों के 55% 


प्राप्त हुए, 20% मत अवैध घोषित हुए। यदि मतों की. कुल संख्या 7500 हो, तो 
उम्मीदवार 9 के पक्ष में डाले गए वैध मतों की संख्या ज्ञात कीजिए। 


, एक व्यक्ति ने अपनी आय का 4% दान में दिया, शेष का 0% बैंक में जमा किया। 


अब यदि उसके पास 0800 रु, हैं, तो उसकी आय क्‍या थी? 


. अम्ल और पानी के 40 लीटर मिश्रण में 90% अम्ल तथा शेष पानी है। इस में कितना 


पानी मिलाया जाये कि परिणामी मिश्रण में पानी 2.5% हो जाये? 


. शान्ता के पास कुछ धन- है। उसने दीपक को उस का 50% प्रतिशत एवं भूपेन्द्र को 


30% दिया। शेष का 60% पाठशाला को दान में दे दिया। यदि अभी भी उसके पास 
४8040 रु, शेष हैं, तो ज्ञात कौजिए कि उसके पास प्रारंभ में कितना धन था। 


प्रतिशत एवं उसके अनुप्रयोग ह श 


5.3 लाश और हानि 


पिछली कक्षाओं में आपने लाभ और हानि के संबंध में पढ़ा है। यदि किसी वस्तु 
का विक्रय मूल्य ($०॥गग४्ट 7/००) उसके क्रय मूल्य (0०४7४००) से अधिक है, तो हम 
कहते हैं कि लाभ हुआ है। इस के विपरीत यदि विक्रय मूल्य क्रय मूल्य से कम 
है, तब हम कहते हैं कि हानि हुई है। 


इस प्रकार 
यदि विक्रय मूल्य > क्रय मूल्य, लाभ - विक्रये मूल्य - क्रय मूल्य 
यदि विक्रय मूल्य < क्रय मूल्य, हानि क्रय मूल्य - विक्रय मूल्य 


आप यह भी याद कीजिए लाभ (या हानि) की गणना क्रय मूल्य के प्रतिशत में 
निम्नानुसार की जाती हैः 





पृः 
लाभ% ---_-.._ 00, और 
क्रय मूल्य 


हानि% हानि »00 
क्रय मूल्य 





क्रय मूल्य &लाभ% और 


भज- 
या, लाभ 6 


_ क्रय मूल्य/८हानि% 
हानि-जपकछा 


| क्रय मूल्य लाभ% 
या, विक्रय गुल क्रय मुहये न ना और 


क्रय मूल्य हानि% 

क्रय मूल्य-विक्रय मूल्य स्‍न्‍>-ज+ 
00 

00+ लाभ% 


400 


00- हानि% कै जा 
00 


. उपरोक्त विचारों को प्रदर्शित करने के लिए हम कुछ उदाहरणों पर ध्यान देते हैं। 


विक्रय. मूल्य < ॥। क्रय मूल्य 


विक्रय. मूल्य ८ ॥ 
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उदाहरण 6: एक दुकानदार 200 रु. में एक कूलर खरीदता है, उसे ले जाने में 40 
रु. और खर्च हुआ। यदि वह कूलर को 550 रु. में बेचता है, तो उसका प्रतिशत 
लाभ ज्ञात कौजिए 


हल ; कूलर का क्रय मूल्य ८ (200 + 40) रु. 5 240 रु. 
उसका विक्रय मूल्य ७ 550 रू. 
क्योंकि विक्रय मूल्य. > क्रय मूल्य 

». लाभ < विक्रय मूल्य - क्रय मूल्य - (550-240) रु. 5 30रु. 


30 
१ ८5---++ » 00 < 25 
लाभ का प्रतिशत गा 


अत: दुकानदार को 25% लाभ होता है। 


. उदाहरण १75: यदि 5 वस्तुओं का क्रय मूल्य 2 वस्तुओं के विक्रय मूल्य के बराबर 
हो, तो व्यापार में लाभ या हानि प्रतिशत ज्ञात कीजिए। 


हल ; मान लीजिए वस्तु का क्रय मूल्य. » रु. है। 
तब. 5 ब्स्तुओं का क्रय मूल्य 
और 82 वस्तुओं का क्रय मूल्य 
किंतु ॥2 वस्तुओं का विक्रय मूल्य 


5% रु, 


॥ 


]22 रु, 


5 वस्तुओं का क्रय मूल्य 


!2 वस्तुओं का विक्रय मूल्य ७ 5% रु. 
इस प्रकार 2४ रु. पर लाभ + [5 - 2)> रु. 5 3४ र. 
लाभ प्रतिशत 3 ० कत] 
42/% 
ह 5 25 
इस प्रकार, व्यापार में लाभ... 5 25% 


चैकल्पिक विधि 


मान लीजिए एक वस्तु का क्रय मूल्य | रु. है। 5 वस्तुओं का क्रय मूल्य - 5 रु 
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और ॥2 वस्तुओं का क्रय मूल्य - ।2रु.। परंतु यह दिया है कि ।2 वस्तुओं का 
विक्रय मूल्य ८ 5 वस्तुओं का क्रय मूल्य 

[2 वस्तुओं का विक्रय मूल्य < 5 रु. 

।2 वस्तुओं को बेचने पर लाभ < ([5-2) रु. ७ 3 रु. 


3»00 
]2 »<] 





लाभ प्रतिशत - 25 


इस प्रकार लाभ >> 25% 


उदाहरण 8 : दामिनी ने 2000 रु. क्रय मूल्य वाली अलमारी 6% लाभ लेकर गुलाब 
को बेची। गुलाब ने उसे 5% हानि पर विक्रय किया। गुलाब ने अलमारी कितने रुपये 
में बेची? 
हल : दामिनी के लिए अलमारी का क्रय मूल्य ७ 2000 रु. 

दामिनी के द्वारा अर्जित लाभ < 2000 रु. का 6% 


06 
दामिनी के लिए अलमारी का विक्रय मूल्य (पे 2 2000] रु, ८ 2!20 रु. 


गुलाब के लिए अलमारी का क्रय मूल्य - दामिनी के लिए अलमारी का 
विक्रय. > 220 रु. 


गुलाब के लिए हानि ७ 5% 


॥ 


95 ह 
| 5220 | रु, #ू 204 रु. 


गुलाब के लिए अलमारी का विक्रय मूल्य 5 


इस प्रकार गुलाब ने अलमारी 204 रु. में बेची। 


उदाहरण 9: एक दुकानदार किसी वस्तु को 2/% हानि पर बेचता है। यदि उस 
ने वस्तु को 5.80 रु. अधिक में बेचा होता, तो उसने 6% लाभ अर्जित किया होता। 
वस्तु का क्रय मूल्य ज्ञात कीजिए। 


हल 5; विधि ॥ 


मान लीजिए कि क्रय मूल्य » रु. है। 


700 गणित 


तब, विक्रय मूल्य ७ »-.« का !2£% (क्यों?) 
25 

कै ह ध 

200 


8 बज 





; हा हू 
यदि उस ने वस्तु को 5.80 रु. अधिक में बेचा होता अर्थात्‌ म्स रु 
में, तो उसे 65% लाभ हुआ होता। अतः हमें प्राप्त होता हैं 


रू ४+5],80)- (+ 0.06. 


या (]+ 0.06 - 0.875) »5 5.80 
डर 5.80 
गैंँ---+८ 
0.85 


इसलिए, £ 5 280 रु., जो कि वस्तु का क्रय मूल्य है 
विधि 2 

मान लीजिए क्रय मूल्य 00 रु. है। 

82/2% हानि या [2.50 रु. 
इसलिए विक्रय मूल्य 5 ४7.50 रु. 


6% का लाभ अर्जित करने के लिए उसे वस्तु को 06 रु. अर्थात्‌ 8.50 रु. 
अधिक में बेचना चाहिए। दूसरे शब्दों में यदि दोनों विक्रय मूल्यों में अंतर 8.50 रु. 
है, तब क्रय मूल्य 00 रु. हे। इसलिए 5.80 के अंतर के लिए. 


| 5].80 0 ००) 


जम [850 


280 रु. 


प्रतिशत एवं उसके अनुप्रयोग ॥0] 


प्रश्नावली 5.2 


. एक दुकानदार 225 रु. में कलाई घड़ी खरीदता है और उसको सुधारने में ।5 रु. व्यय 
करता है। यदि वह उसे 300 रु. में बेचता हैं, तो उसका लाभ प्रतिशत ज्ञात कीजिए। 


2. सुशील ने 300 रु. में दो संदुक खरीदे। एक संदूक को उसने 20% लाभ पर बेचा 
एवं दूसरे को ।2% हानि पर। यदि दोनों का विक्रय मूल्य समान हो, तो प्रत्यक संदुक 
का क्रय मूल्य ज्ञात कीजिए। 


3. दिनेश ने अपनी मोटर साइकिल 28% हानि पर नवीन को बेची। नवीन ने उसकी मरम्मत 
पर 680 रु. खर्च किये और मोटरसाइकिल सरन को 3590 रु. में बेच दी, इस पर 
उसे 25% लाभ हुआ। ज्ञात कौजिए कि दिनेश के लिए मोटर साइकिल का क्रय मूल्य 
क्‍या था। 


4. नफीस ने कम्प्यूटर तंत्र 40.000 रु. में खरीदा। उसने 49% हानि पर अफरोजु को बेच 
दिया। अफरोज्‌ ने कितने रुपये खर्च किये? यदि अफरोज उसे विशाल को 40320 रु. 
में बेचता है, अफरोज के द्वारा अर्जित लाभ प्रतिशत ज्ञात कीजिए। 


5. यदि 20 वस्तुओं का विक्रय मूल्य 23 वस्तुओं के क्रय मूल्य क॑ बराबर हो, तो लाभ 
। प्रतिशत ज्ञात कौजिए। 


6. एक व्यापारी ने दो कूलर बेचे, प्रत्येक 2970 रु. में। एक कूलर को बेचने पर उसे ॥0% 
का लाभ हुआ, जबकि दूसरे पर ॥0% हानि हुई। व्यापारी का लाभ या हानि प्रतिशत 
ज्ञात कीजिए। 


7. शाहिद ने दो पुराने स्कूटर 9000 रु. में खरीदे। एक को 25% लाभ पर और दूसरे को 
20% हानि पर बेचने में उसे न तो लाभ होता है न हानि। प्रत्येक स्कूटर का क्रय मूल्य 
ज्ञात कीजिए। 


8, एक थोक व्यापारी फुटकर दुकानदार को ॥6 पेन के अंकित मूल्य (वस्तु पर छपा मूल्य) 
पर 20 पेन बेचता है। फुटकर दुकानदार उन्हें अंकित मूल्य पर बेचता हैं। फुटकर व्यापारी 
का लाभ या हानि प्रतिशत ज्ञात कौजिए। 


9. एक दोषपूर्ण ब्रीफकेस जिसकी कीमत 800 रु. है, 8% हानि पर बेचा जा रहा है। यदि 
कीमत 5% और कम कर दी जाये, तो उसका विक्रय मूल्य ज्ञात कीजिए। 


0. 90 बालपेन 60 रु. में बेचने पर एक व्यक्ति को 20% घाटा होता हैं। 9७6 रु. में 
कितने बालपेन बेचे जाएं जिससे कि 20% लाभ हो। 


02 हें गणित 


॥. यदि ।0 कुर्सियों का क्रय मूल्य ॥6 कुर्सियों के विक्रय मूल्य के बराबर हो, तो लाभ 
या हानि प्रतिशत ज्ञात कीजिए। | 


2. यदि ।8 कुर्सियों का क्रय मूल्य ॥6 कार्सियों के विक्रय मूल्य के बराबर हो, तो लाभ 
या हानि प्रतिशत ज्ञात कोजिए। 


3, दामोदर ने 30,000 रु. में दो भैंसें खरीदीं। एक को 5% हानि पर और दूसरी को 9% 
के लाभ में बेचने पर उसने पाया कि दोनों भैसों का विक्रय मूल्य समान है। प्रत्येक 
का क्रय मूल्य ज्ञात कौजिए। 


5.4 बटूटा (छ998ए0चा) 


दुकानदार ग्राहकों (उपभोक्ताओं) को आकर्षित करने के लिए बहुत सी 
विधियों को खोज कर लेते हैं। कभी-कभी वे किसी वस्तु को उसके सूची मूल्य (8 
.7००)/अंकित मूल्य (प्राक्चौप०० 97००) से कम पर बेचते हैं। याद कीजिए कि फुटकर 
विक्रेता द्वारा सूची मूल्य में छूट दिया जाना ही बट्टा कहलाता है। 


कभी-कभी दुकानदार द्वारा एक ही वस्तु पर एक से अधिक बटूटे प्रदान किये 
जाते हैं। किसी वस्तु के सूची मूल्य पर जब दो या अधिक बट्टे लगाए जाते हैं, 
वे बट्टा श्रेणी का निर्माण करते हैं। ध्यान दीजिए कि प्रत्येक आगामी क्रमानुसार बटटे 
का परिकलन पूर्व बट्टा दिए जाने के पश्चात्‌ प्राप्त मूल्य पर किया जाता है याद 
कीजिए कि 
बट्टा - सूची मूल्य % बट्टे की दर 
. विक्रय मूल्य + सूची मूल्य - बटूटा 
अब उपरोक्त विचारों को प्रदर्शित करने के लिए हम कुछ उदाहरणों पर ध्यान देते 
हें। 
उदाहरण ॥0; एक कमीज की कीमत 65 रु थी और 2% बट्टे पर बेची गई। 


ज्ञात कौजिए कि कमीज पर कितना बटूटां दिया गयां और उसका विक्रय मूल्य क्या 
था। 


हल ; कमीज पर अंकित मूल्य ७ 65 रू. 
बट्टा “ 65 रु. का 2% 


प्रतिशत एवं उसके अनुप्रयोग 03 
82 
दिया गया बटूटा 5 जा 65 | रू. « 9.80 रू. 
कमीज का विक्रय मूल्य & अंकित मूल्य - बटूटा 
+ [65.00 - 9.80) रु. 
ने 45.20 रु. 
इस प्रकार प्रदत्त बट्टा है 9.80 और कमीज विक्रय मूल्य 45.20 रु. 


जदाहरण ॥॥ : एक डाइनिंग टेबिल का अंकित मूल्य 350 रू. है। कुछ निश्चित 
बट्टा देने के पश्चात्‌ उसें 88 रु. में बेच दिया गया। बट्टे की दर ज्ञात कीजिए। 


हल : डाइनिंग टेबिल का अंकित मूल्य ८ 350 रु. 
डाइनिंग टेबिल का विक्रय मूल्य 5 88 रु. 
प्रदत्त बट्टा & (350-]88) रू. ८ 62 रु. 


62 
ू| --“7-»00 > |2 
बटूटे की दर | | रु. ८ 2 


इस प्रकार बट्टे की दर 2% है। 


उदाहरण ॥2 : एक पंखे का सूची मूल्य 800 रु. है। वह 0% बट्टे पर बेचा जाता 
है। ऋतु परिवर्तन के कारण दुकानदार 5% अतिरिक्त बट्टा घोषित करता है। पंखे 
का विक्रय मूल्य ज्ञात कौजिए। 


हल 5 पंखे का सूची मूल्य ८ 800 रु. 
बट्टा ८ 800 रु. का 0% 





न्‍ | 8002 “] 
प्रदत्त बटूटा छो | *. 5 80 रु. 
प्रथम बट्टा दिए जाने के पश्चात्‌ पंखे का मूल्य « (800-80)र. 5 720 रु. 
7203<5 
प्रदत्त ऋतु परिवर्तन बट्टा 5 720 रु. का 5% "| [00 - 36 रु 


'. पंखे का विक्रय मूल्य < (720-36) रु. 5 684 रु. 
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उदाहरण 3; बट्टा श्रेणी 20%, ॥0%, 0% के समतुल्य एकल बट्टा ज्ञात कीजिए। 
हल ६ मान लीजिए वस्तु का अंकित मूल्य ॥00 र.. है। 
प्रथम बट्या ७ 00 रु, का 20% < 20 रु. 
प्रथम बट्टा दिए जाने के पश्चात वस्तु का मूल्य 5८ (00-20) रु. 5 80 रु. 
द्वितीय बट्टा ८ 80 रु. का 0% 


] 
. -> |-->80 प्5 . 
- 0) रू - ४ र 


द्वितीय बट्टा दिए जाने के पश्चात्‌ वस्तु का मूल्य 5 (80-8) रु. + 72 रू, 
तूंतीय बट्टा < 72 रु. का 0% 5 7.20 रु. 
तृतीय बट्टा दिए जाने के पश्चात्‌ वस्तु का मूल्य - (72- 7.20) रु. ८ 64.80 रु, 
.. वस्तु पर प्रदत संपूर्ण बट्टा 5 (00 - 64.80) रु. 5 35.20 रु. 
इसलिए बट्टा श्रेणी 20%,0% और 0% के समतुल्य एकल बट्टा 35.20% है। 


उदाहरण ॥4 : एक दुकानदार एक टेबिल खरीदता है, जिसका सूची मूल्य 500 रु. 
है और उसे 20% एवं 0% के क्रमानुसार बट्टे प्राप्त होते हैं। वह टेबिल की ढुलाई 


में 20 रु, खर्च करता है और उसे 20% लाभ पर बेच देता है। टेबिल का विक्रय 
मूल्य ज्ञात कौजिए। 


हल : टेबिल का सूची मूल्य - 500 रु. 


प्रथम बदट़ा < 500 रु, का 20% 


0500 रे रू फ 
30) 2 - जिम 


| 


प्रथम बट्टा दिए जाने के बाद टेबिल का मूल्य - ([500-300) रु. « 200 रु. 
द्वितीय बट्य 5 200 रु. का ॥0% < [20 रु. 

द्वितीय बट्टा दिए जाने के बाद टेबिल का मूल्य हु (200-20) रु. 
दुकानदार ने ढुलाई में 20 रु. खर्च किये। 


080 रु. 


प्रतिशत एवं उसके अनुप्रयोग 05 


. दुकानदार क॑ लिए टेबिल का क्रय मुल्य < (080+20) रु. « 00 रू. 
लाभ + 00 रु. का 20% 


.. 20 
. टेबिल का विक्रय मूल्य 5। ०! +ए रू, 5 [320 ऊ. 


प्रश्नावली 5.3 


।. एक पुस्तक का सूची मूल्य 65 रु. है। वह 5% बटूटे पर बेची जाती है। पुस्तक का 
विक्रय मूल्य एवं उस पर प्रदत्त बट्टा ज्ञात कीजिए। 


2. एक सिलाई मशीन का सूची मूल्य 2300 रु, है। वह 4% बट्टे पर बेची जाती है। 
सिलाई मशीन का विक्रय मूल्य एवं उस पर प्रदत्त बट्टा ज्ञात कीजिए। 


3. एक वीडियो कैसेट का सूची मूल्य 00 रु. है। एक दुकानदार किसी निश्चित दर पर 
बट्टा देकर तीन वीडियो केसेट 274.50 रु. में बेचता है। प्रदत्त बट्टे की दर ज्ञात 
कीजिए। 


4. निम्न प्रकरणों में सै प्रत्येक में विक्रय मूल्य ज्ञात कीजिए 


सूची मूल्य ' बटूरा श्रेणी 
: 0). 257.50 रु. 30%, 0% 
(). 475.80 रु. 25%, 0%, 5% 
(॥) 4890.75 रु. । 20%, 2.5% , 5% 


5. एक दुकानदार 00 रु. सूची मूल्य वाली वस्तु क्रय करता हैं और ॥0% एवं 20% के 
क्रमानुसार बट्टे प्राप्त करता है। वह क्रय मूल्य का ॥0% हुलाई आदि पर खर्च करता 
है। उस वस्तु को वह कितमें मूल्य पर बेचे जिससे कि उसे ।5% का लाभ हो। 


6. एक वस्तु, जिसका सूची मूल्य 26580 रु. है, ।0% बटूटे पर बेची जाती है। त्यौहार 
का मौसम होने के कारण दुकानदार 5% का अतिरिक्त बट्टा प्रदान करता है। वस्तु 
का विक्रय मूल्य ज्ञात कौजिए। 


7. एक व्यापारी उस के स्टोर से क्रय की गई वस्तुओं पर ॥0% छूट को विज्ञापित करता 
है। जिस उपभोक्ता ने 560 रु. का सूटकेस, 90 रु. मूल्य का बैग और 45 रु. मूल्य 
की तौलिया क्रय किये, ज्ञात की जिए कि उसे कितना बटय प्राप्त हुआ। 
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8. एक कुर्सी, जिसका सूची मूल्य 350 रु., है, 25% एवं ॥0% के क्रमानुसार बटूटे पर 
उपलब्ध है। कुर्सी का विक्रय मूल्य ज्ञात कीजिए। 


9, निम्नलिखित बट्टा श्रेणियों में से प्रत्येक के समतुल्य एकल बट्टा ज्ञाव कौजिए: 
(0) 25%, 20%, 0% 
(0) 0%, 20%, 25% 


क्या ये बट्टा श्रेणियाँ एक ही एकल बटूटे के समतुल्य हैं। 


0. कार का एक व्यापारी एक पुरानी मोटर साइकिल खरीदता है, जिसका सूची मूल्य 
25000 रु. है, तथा उस पर 20% और 5% की छूट है। अब वह उसकी मस्म्मत में 
000 रु. खर्च करता है और मोटर साइकिल को 25000 रु. में बेचता है। उसका लाभ 
या हानि प्रतिशत ज्ञात कौजिए। ह 


।।. एक व्यापारी पुराना कूलर खरीदता है, जिसका सूची मूल्य 950 रु. है और उसे क्रमानुसार 
बट्टे 20% एवं ॥0% प्राप्त होते हैं। उसकी मरम्मत एवं रंग कराने में 66 रु. खर्च हुए। 
वह कूलर को 25% लाभ पर बेचता है। कूलर का विक्रय मूल्य ज्ञात कौजिए। 


82. एक प्रकाशक पुस्तक विक्रेता को |574.80 रु, सूची मूल्य की पुस्तकें 20% बट्टे पर 
प्रदान करता है। यदि पुस्तक विक्रेता सूची मूल्य पर पुस्तकें विक्रय करता है और यदि 
उसका भाड़ा आदि में व्यय 45.40 रु. हुआ है तो उसका/ लाभ ज्ञात कीजिए। 


3, एक छड़ी का सूची मूल्य 60 रु. है। दो क्रमानुसार बट्टे के पश्चात्‌ घड़ी 22.40 रु. 
में बेची जाती है। यदि प्रथम बट्टा 0% हो, तो द्वितीय बट्टे की दर क्‍या हे? 


4. ग्राहक्त के लिए अधिक अनुकूल क्‍या है और कितने से? 680 रु. पर 4% का बट्टा 
या कि वहीं मूल्य और ॥0% एवं 5% के क्रमानुसार बट्टे? 


5. एक व्यापारी ने 450 रु. में कलाई घड़ी खरीदी और उसका सूची मूल्य ऐसा नियत किया 


कि 0% बट्टा देने के बाद वह 20% लाभ अर्जित करे। कलाई घड़ी का सूची मूल्य 
ज्ञात कौजिए। 


6. यदि एक दुकानदार वस्तुओं का सूची मूल्य उनके क्रय मूल्य से 50% अधिक रखता है 
और 40% बट्टा प्रदान करता है, तब उसका लाभ या हानि प्रतिशत क्‍या है? 


ग्रतिशत एवं उसके अनुप्रयोग ग 


5.5 बिक्री कर (छ्मे€ [वर 


शासन को विभिन्‍न प्रकार की सुविधाएँ प्रदान करना पड़ता हैं जैसे कि सड॒कों का 

निर्माण और रख रखाव, सुरक्षा उपाय, पाठशालाएँ, चिकित्सालय आदि। संसाधन उत्पन्न 

करने के लिए शासन को भिन्न प्रकार के कर लगाने पड़ते हैं। बिक्री कर उन करों 

में से एक है। यह निर्दिष्ट दर से वस्तुओं के विक्रय मूल्य (सूची मूल्य या अंकित 

मूल्य) पर लगाया जाता है। विभिन्‍न वस्तुओं पर एंव विभिन्‍न प्रदेशों में बिक्री कर 

की दरें असमान होती हैं। 

बिक्री कर का परिकलन निम्नानुसार होता है 

(0) जब कोई बट्टा नहीं दिया गया हो - तो वस्तु का अंकित मूल्य ही विक्रय मूल्य 
होता है और बिक्री कर वस्तु की अंकित (सूची) मूल्य पर लगाया जाता है। 

(४) जब बट्टा दिया गया हों-पहले बट्टे का परिकलन किया जाता है तब बिक्री कर 
वस्तु के विक्रय मूल्य पर लगाया जायेगा। बिक्री कर के परिकलन को प्रदर्शिति 
करने के लिए हम. कुछ उदाहरणों पर ध्यान देते है : 


उदाहरण ॥5 ; एक बैग का सूची मूल्य 500 रु, है। बिक्री कर की दर 4% है। 
उपभोक्ता को बैग के लिए कितना मूल्य देना होगा, इस की गणना कीजिए। 
हल : बैग का सूची मूल्य < 500 रु. 

बिक्री कर की दर ८ 4% 

बिक्री कर ७ 500 रु. का 4%> हरि 2 500] 5 20 रु. 


इसलिए उपभोक्ता को बैग क्रय करने के लिए (500+20) 5 520 रू, देने होंगे। 


उदाहरण 6 : जूतों की एक जोड़ी पर अंकित मूल्य 600 रु. है। शालिनी ने बिक्री 
कर सहित उसे 660 रु. में क्रय किया। बिक्री कर की दर ज्ञात कीजिए। 
हल ; जूतों की जोडी का सूची मूल्य - 600 रु. 
जूतों की जोडी का विक्रय मूल्य ८ 660 रु. 
बिक्रों कर - (660-600) रु. 5 60 रु. 
यह बिक्री कर जूतों की जोड़ी के सूची मूल्य पर लगाया गया 


60 
इसलिए बिक्री कर की दर ८ का >00- 0% 
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उदाहरण ॥7 : प्रताप ने एक मोटर साइकिल बिक्री कर सहित 37388 में खरीदी।. यदि 

बिक्री कर की दर 4% हो, तो मोटर साइकिल का सूची मूल्य ज्ञात कोजिए। 

हल : मान लीजिए मोटर साइकिल का सूची मूल्य 5 #. रु.. कर 
बिक्री कर कौ दर 5 4% | 


; जे आह तो. 5 हि 
; बिक्री कर न कह“) रु से रु 


हे | * ५ ] 
मोटर साइकिल का विक्रय मूल्य 5 | कं म्न] रू, ८ | हि भम्र रु, 


25 25 
रे 3 5 37388 
25 
37388 » 25 
रन नः ख््स्जइट 35950 रु. 


उद्हरण 8: जैकब एक विभागीय भंडार जाता है एवं निम्न वस्तुएँ खरीदता है, उनके 
सूची मूल्य एवं बिक्री कर की दरें दी है। 


0) मच्छरदानी, मूल्य !20 रु,, बिक्री कर & 4% 

(3) प्रसाधन सामग्री, मूल्य 300 रु., बिक्री कर & 5% 
(॥) लेखन सामग्री, मूल्य 360 रु., बिक्री कर ७ 2% 
(५) कमीज, मूल्य 600 रु.,, बिक्री कर ७ 9% 


बिल को कूल देय राशि ज्ञात कीजिए (ध्यान दीजिए कि संकेत ७ का अर्थ है की 
दर पर) 


हल- ; मच्छरदानी का सूची मूल्य - 20.00 रु. 
4 
बिक्री कर & 4% < [072 ८ 4.80 रु. 
]00 
प्रसाधन सामग्री का सूची मूल्य - 300.00 रु. 


बिक्री कर ७ 5% - (रे 300) र -< 45.00 रु. 


प्रतिशत एवं उसके अनुप्रयोग ॥09 

लेखन सामग्री का सूची मूल्य - 360.00 रु. 

। 2 
बिक्री कर ७ 2% - (डर 5 7.20 रू. 

00 
कमीज का सूची मूल्य - 600.00 रु. 
हे 9 

बिक्रो कर 8 9% - पक है 600) ८ 54.00 रु. 


बिल की कुल देय राशि 


[!20.00+4.80+300.00+45.00+360.00+7.20+600.00 +54.00] रु. . 


49.00 रु. 


उदाहरण ॥9 : आशा दुकान पर एक पेटी क्रय करने जाती है जिसका मूल्य 987 
रु, है। बिक्री कर की दर 9% है। आशा विक्रेता से अनुरोध करती है कि वह पेटी 
का मूल्य इतना कम कर दे कि बिक्री कर सहित उसे 98 रु. मूल्य देना पड़े। ज्ञात 
कीजिये कि पेटी के मूल्य में कितनी कटौती करनी होगी? 


हल : मान लीजिए पेटी का घटा हुआ मूल्य + रु. है। 





न न 
स्व क्र ब्द हर ातक दिये अनूप ननम हैँ। न्‍ 
4303 ॥00/ ॥0/ ४ 00 मे 
22 25 98] 
00 
णि्ण 
गा न के 
या, शश रु, 5 900 रु 


इसलिए पेटी के मूल्य में आवश्यक कटौती 5 (98]-900) रु, ८ 8 रु. 


उदाहरण 20 : एक सिलाई मशीन, 7% ७ बिक्री कर सहित ॥39] रु, में उपलब्ध 
है, उसका सूची मूल्य ज्ञात कीजिए। यदि बिक्री कर की दर 0% हो जाए, तब उसका 
विक्रय मूल्य क्या होगा? ' 
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हल: मान लीजिए सिलाई मशीन का सूची मूल्य » रु. है 


7 
]00 





बिक्री कर 5८ » रु. का /%४-८ रु. 





गत ्] [४ 7 ।' कं ।07/ 
जू। &_ैै च्स् मकर ५ 
सिलाई मशीन का विक्रय मूल्य 00/ 00 00 


रे 2-८ [39| 
]00 


439] + 
5 “7-7 *८ [00 स८ 
ड । न | रु, ]300 र 


जब बिक्री कर की दर 0% हो जाती है 


80%:300 
बिक्री कर ८ बता रू, ८ 30 रू. 


नवीन विक्रय मूल्य ८ (300 + 50) रु, ८ |430 रु. 
गश्नाबली 5.4 


). एक टेलीविजन सेट का सूची मूल्य |0500 रु. है। यदि बिक्री की दर 0% हो, तो 
ज्ञात कीजिए कि टेलीविजुन सेट के लिए कुल कितनी राशि देय होगी। 


2, एक स्कूटर सूची मूल्य 25000 रु. है। यदि बिक्री कर की दर 8% हो तो स्कूटर के 
लिए कुल कितनी राशि देय होगी। 


3. जूही ने प्रसाधन सामग्री बिक्री कर सहित 72.50 रु. में खरीदी। यदि बिक्री कर की 
. दर 5% हो, तो प्रसाधन सामग्री का सूची मूल्य ज्ञात कौजिए। 


4. शिवम ने एक साइकिल बिक्री कर सहित 664 रू में खरीदी। साइकिल का सूची मूल्य 
600 रु, है, बिक्री कर कौ दर ज्ञात कीजिए। 


5. एक रेफ्रीजरेटर बिक्री कर सहित 9200 रु. में उपलब्ध है यदि बिक्री कर की दर 5% 
हो, तो रेफ्रीजरेटर का सूची मूल्य ज्ञात कीजिए। 


6. एक बस्तु, 0% दर से बिक्री कर सहित, ]430 रु. में उपलब्ध है। उस का सूची मूल्य 


ज्ञात कीजिए। यदि बिक्री कर की दर ॥2% हो जाये, तब उस का विक्रय मूल्य क्या 
होगा। 


प्रतिशत एवं उसके अनुप्रयोग ॥॥] 


7, जूतों की एक जोड़ी का अंकित मूल्य 450 रु. है। यदि अर्पणा ने उस के लिए 45 रु. 
बिक्री कर दिया, तो बिक्रों कर की दर ज्ञात कीजिए। 

8, दिव्या ने प्रसाधन सामग्री का एक सेट ।5% बिक्री कर सहित 345 रु. में एवं ॥0% 
बिक्री कर सहित |।0 रु. में पर्स क्रय किये। संपूर्ण खरीद पर बिक्री कर किस दर से 
लिया गया है। 


9. कपड़े धोने की मशीन का सूची मूल्य 9000 रु. है नगद भुगातान करने पर विक्रेता मशीन 
के सूची मूल्य पर 5% का बटूटा प्रदान करता है। यदि बिक्री कर की दर 0% हो 
तो ग्राहक्त को उसे क्रय करने पर कितना नगद मूल्य देना होगा? 


0, एक कूलर का सूची. मूल्य 2563 रु. है। बिक्री कर की दर 0% है। ग्राहक विक्रेता 
से अनुरोध करता है कि वह कूलर का मूल्य इतना कम कर दे कि बिक्री कर सहित 
उसे 2563 रु, विक्रय मूल्य देना पडे। कूलर के मूल्य में आवश्यक क्ौती ज्ञात कीजिए। 


[. बलबीर एक विभागीय स्टोर जाता है एवं निम्न वस्तुएँ क्रय करता है जिनके सूची मूल्य 
एवं बिक्री कर की दरें निम्नानुसार हैं 


(0) लेखन सामग्री, मूल्य 50 रु.,, बिक्री कर ७ 2% 


न्‍ 


()  मच्छरदानी, मूल्य 250 रु., बिक्री कर ७ 4% 

(४) विडियो कैसेट, मूल्य 300 रु,, बिक्री कर ७ 5% 
0५) आइसक्रीम पैकेट, मूल्य 200 रु., बिक्री कर ७ 0% 
बिल की कुल राशी की गणना कीजिये। 


2. रीता ने कार, जिसका अंकित मूल्य 2/0000, 5% बटूटे पर खरीदी। यदि बिक्री कर की 
दर 0% हो, तो ज्ञात कीजिए कि रीता को कार क्रय करने मे कितना मूल्य देना पड़ा। 


3, अहमद एक मोटर साइकिल, जिसका अंकित मूल्य 46000 रु. है, 5% बट्टे पर क्रय 
करता है। यदि बिक्री कर दर ॥0% हो, तो ज्ञात कौजिए कि अहमद को मोटर साइकिल 
क्रय करने हेतु कितना मूल्य देना पडा। 


4. कपडे धोने की मशीन का विक्रय मूल्य ।7658 रु. जिस में बिक्रों कर भी समाहित है। 
यदि बिक्री कर के दर सूची मूल्य का 8% हो, तो कपडे धोने की मशीन का सूची 
मूल्य ज्ञात कौजिए। 
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5.6 निर्वाह सूचकाक 
सूचकांक (007 ५७८) एक दी हुई अवधि में निम्न में सापेक्ष परिवर्तन मापते है: 
(0). भिन वस्तुओं के मूल्य (0) औद्योगिक उत्पादन 
(॥॥ कृषि उत्पादन (४) आयात और निर्यात 
(५) निर्वाह सूचकांक आदि। 
परिवर्तनों के मापन के संदर्भ में हम एक वर्ष का चुनाव करते हैं। इस वर्ष को 
आधार वर्ष (00८ ४०७) कहते हें। 


उदाहरण के लिए कथन कि जनवरी 2000 की तुल्य में जनबरी 200। में थोक व्यापार 
मूल्य सूचकांक 08 है का अर्थ है कि जनवरी 2000, से जनवरी 200। तक की एक 
वर्ष की अवधि में थोक व्यापार मूल्य में 8% की वृद्धि हुई! 

निम्न तीन सूचकांक सर्वसामान्य के लिए उपयोगी हैं 

() मूल्य सूचकोक (0॥0४ [00०७ पिपा/ल) 

(0 मात्रा सूचक्रोक (0ए४ध५ 08४ पिणा/थ) 

(॥) निरवहि सूचकांक (005 ०।॥भाव्ट ॥060 शा) 
हम इस अनुच्छेद में केवल निर्वाह सूचकांक का अध्ययन करेंगे। 


निर्वाह सूचकांक को ज्ञात करने की बहुत-सी विधियाँ बनाई गई हैं, लेकिन वर्तमान 
पाठ्य में हम उस विधि का अध्ययन करेंगे जिसे भारित समष्टि विधि 
(१४लं॥० 388/०89/8 ]४०॥॥००) कहते हैं। इस विधि में किसी परिवार (या व्यक्तियों 
का समूह) द्वार उपभोग की गई वस्तुओं की मात्रा को एक-सा लिया जाता है। उन्हें 
भार (५८९॥७) माना जाता है। भिन्‍न मदों पर कुल खर्च का परिकलन दोनों 
आधार वर्ष और वर्तमान वर्ष के लिए किया जाता है। उस के पश्चात्‌ निर्वाह सूचकांक 
को गणना निम्नानुसार की जाती है; 
वर्तमान वर्ष में कुलखर्च 
आधार वर्ष में कुलखर्च है 


हम नियहि सूचक का परिकलन प्रदर्शित करने क॑ लिए निम्नलिखित उदाहरणों की 
सहायता ले हैं 


निर्वाह सूचकांक - 800 


प्रतिशत एवं उसके अनुप्रयोग | ॥3 


उदाहरण 2। : किसी परिवार के निम्न मदों पर मासिक खर्च वर्ष 980 और 99] 
के लिए निम्नानुसार हैः 





उपरोक्त आँकडों से 980 को आधार वर्ष मानकर 99] के लिए निर्वाह सूचकांक 
ज्ञात कीजिए। 


हल 5: हम निम्न सारणी में परिकलन को समझायेंगे : 





४ 99] में कुल खर्च 
. 99] का निर्वाह सूचकांक ८ -----------> >00 
980 में कुल खर्च 


]4 गणित 


980 को आधार वर्ष मानकर 


डे 024 »]00 
75 


रू. 43.22 (लगभग) 
उदाहरण 22: एक परिवार का उपभोग करने योग्य कुछ वस्तुओं का वर्ष ॥990 में 
कुल खर्च [0,000 रु, पाया गया यदि 990 को आधार वर्ष मानकर वर्ष 998 का 
निर्वाह सूचकांक 42.5 हो, तो उस परिवार का उन्हीं वस्तुओं को उतनी हो मात्रा 
का 998 में खर्च ज्ञात कीजिए। 
१998 में कुल खर्च 


हल :; निर्वाह सूचकांक ८ ---+८-+ ८ ४ 
990 में कुल खर्च 


00 


998 में कुल खर्च ते 
000 
या 998 में कुल खर्च < 4250 रु. 


या 42,.5 ८ 00 


.. परिवार का उन्‍्हों वस्तुओं का 998 में कुल खर्च |4250 रु. है 
प्रश्गावली 5.5 


), ॥992 को आधार वर्ष मानकर, भारित समष्टि विधि का उपयोग करके, निम्नलिखित 
आँकडों से, वर्ष ।996 का निर्वाह सूचकांक ज्ञात कीजिए। 


आधार वर्ष |992 में | वर्तमान वर्ष 9% में 
गई मात्रा मूल्य (रुपयों में) मूल्य (रुपयों में) 

७ किले 

द 


40 नग 7.00 प्रति. नग 0.00 प्रति नग 
(50.00 प्रति जोड़ी | 300.00 प्रति जोड़ी 















प्रतिशत एवं उसके अनुप्रयोग 


॥।5 


2. ॥985 को आधार वर्ष मानकर, भारित समष्टि विधि का उपयोग करके, निम्नलिखित 


आँकडों से, वर्ष 990 का निर्वाह सूचकांक ज्ञात कीजिए। 


आधार वर्ष [985 में | बर्तमान वर्ष |990 में 
गई मात्रा मूल्य (रुपयों में) 

द (00 परह किले 

3० फेक 

















3, 990 को आधार वर्ष मानकर भारित समष्टि विधि का उपयोग करके, निम्नलिखित 


4. 


आऔकडों से वर्ष 7996 का निर्वाह सूचकांक ज्ञात कीजिए। 


व्स्तु उपभोग की आधार वर्ष 990 में | वर्तमान वर्ष ॥996 में 
गई मात्रा मूल्य (रुपयों में) मूल्य (रुपयों में) 


साबुन 25 नग 8.00 प्रति नग / 9.00 प्रति नग 














994 को आधार वर्ष मानकर, निम्न आकडों से 999 का निर्वाह सूचकांक ज्ञात 
कीजिए। 





मूल्य प्रति किलो (रुपयों में) 












उपभोग कौ 
गई मात्रा (किलो में)। 


6 गणित 


5. [990 को आधार वर्ष 'मानकर, निम्न आँकड़ों से 995 का निर्वाह सूचकांक ज्ञात 
कीजिए। ह 


995 में 
5.00 


2.00 





6, 990 को आधार वर्ष म्रानकर, निम्न आँकडों से 995 का निर्वाह सूचकांक ज्ञात 
कीजिए। 


च्स्तु मात्रा मूल्य प्रति इकाइ (रुपयों में) 
लगी ला कक 
ध्जा 


7. 995 को आधार वर्ष मानकर, निम्न आँकड़ों से वर्ष |998 का निर्वाह सूचकांक ज्ञात 
कीजिए। 



















दर प्रति किलो (रुपयों में) 
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8. एक परिवार का 985 में भिन्न परिवारिक वस्तुओं. की निश्चित मात्रा का कुल खर्च 
6000 रु, था और 985 को आधार वर्ष मानकर 996 का निर्वाह सूचकांक 72.50 
था। ज्ञात कीजिए कि परिवार ने उन्हीं वस्तुओं की उतनी ही मात्रा का वर्ष 99 में 
कितना खर्च किया। 


9. एक परिवार का 99 में पांच परिवारिक वस्तुओं की निश्चित मात्रा का खर्च 7500 रु, 
था। 99 को आधार वर्ष मानकर 994 का निर्वाह सूचकांक 30.5 है, तो ज्ञात 
कीजिए कि परिवार का उन्हीं पाँच परिवारिक वस्तुओं की उतनी ही मात्रा का 994 
में कुल खर्च कितना हुआ। 


अध्याय 6 
चंक्रवृद्धि ब्याज 


6.] भूमिका 

पिछली कक्षाओं में हमने साधारण ब्याज और चक्रवृद्धि ब्याज के संबंध में पढ़ा है। याद 
कीजिए कि जब हम कुछ समयावधि के लिए किसी संस्था (बैंक, वित्तीय संस्था या 
व्यक्ति) जिसे ऋणदाता कहते हैं, से धन उधार लेते हैं, तब हमें उधार लिए गए 
धन के साथ कुछ अतिरिक्त राशि भी देनी पड़ती है, जो कि उसके धन का उपयोग 
करने की सुविधा के बदले देय है। इस अतिरिक्त धन को जो हम देते हैं, उसे ब्याज 
(पराथ०४) कहते हैं तथा उधार लिए गए धन को म्रलधन (शशगरधएश) कहते हैं। 
मूलधन और ब्याज के योग को मिश्रधन (8#॥0णा0 कहते हैं। इस प्रकार हमें प्राप्त होता 
है, ॥-7+।, जहाँ #,? और । क्रमश: मिश्रधन, मूलधन और ब्याज को दर्शाते हैं। आप 
को यह भी याद होगा कि संपूर्ण ऋण अवधि के लिए यदि मूलधन एकसा बना रहता 
है, तो उस पर प्राप्त ब्याज को साधारण ब्याज (झंग्राए/ 6४) कहते हैं और यदि 
कुछ अंतराल के बाद मूलधन में अर्जित ब्याज जोड़ने के कारण नया मूलधन प्राप्त होता 
है जो कि संपूर्ण ऋण अवधि के लिए एक सा नहीं रहता तो इस नए मूलधन पर प्राप्त 
ब्याज को चक्रवृद्धि ब्याज (2000०४॥0॥॥2०8) कहते हैं। पिछली कक्षाओं में साधारण 
ब्याज | कौ गणना का निम्न सूत्र पढ़ा है 

ण्शः 

0 

(जहाँ ? मूलधन, ४१% ब्याज की वार्षिक दर, और '' वर्षों में समय है), और हमने 
मिश्रधन और चक्रवृद्धि की गणना निम्न सूत्र से की है 


(म्ए । ।+ हि | 
00 


[८ 


चक्रवृद्धि ब्याज [9 


जबकि ब्याज वार्षिक संयोजित है, जहाँ & मिश्रधन है, एमूलधन है, (१% ब्याज की 
वार्षिक दर है और # वर्षो को संख्या है (अर्थात्‌ समयावधि)। लेकिन, ब्याज की 
गणना हमेशा वार्षिक नहीं होती। कई बार इसकी गणना अर्ध-वार्षिक (अर्थात्‌ वर्ष में 
दो बार) या तिमाही (अर्थात्‌ वर्ष में चार बार) होती है। इस पर ध्यान दें कि चक्रवृद्धि 
ब्याज की स्थिति में, एक विशिष्ट ब्याजाबंधि से अगली अवधि के बीच का समय 
रूपान्तरणः अवधि काल (८णाएथ्ंणा ए०त००) कहलाता है। यदि यह विशिष्ट अवधि 
एक वर्ष है (अर्थात्‌ ब्याज एक वर्ष में संयोजित होता है), तब वर्ष में एक रूपान्तरण 
अवृधि है, यदि यह अवधि छ; माह है (अर्थात्‌ ब्याज अर्ध-वार्षिक संयोजित होता 
है) तब वर्ष में दो रूपान्तरण अवधि हैं और यदि यह अवधि तीन माह है (अर्थात्‌ 
ब्याज तिमाही संयोजित होता है), तब वर्ष में चार रूपान्तरण अवधि हैं। उपरोक्त 
व्याख्या को दृष्टि में रखकर, हम सूत्र का पुनर्कथन करते हैं 


कफ रू कण छा 
00. 
जहाँ ४ मिश्रधन है, 7मूलधन है और 7२% प्रति रूपान्तरण अवधि के ब्याज की 


दर है और # रूपान्तरण अवधि की कुल संख्या है। निम्न सूत्र से चक्रवृद्धि ब्याज 
का परिकलन किया जा संकता है। 


हे ही 
| 6. ८& 0-२7 ॥( के क्र +- ' 


टिप्पणी ; स्पष्टत: यदि ब्याज कौ वार्षिक दर 8% है और यदि ब्याज अर्ध-वार्षिक 
संयोजित होता है, तब प्रति रूपॉन्तरण अवधि ब्याज की दर रे 8% अर्थात्‌ 
4% है। यदि ब्याज तिमाही संयोजित होता है, तब प्रंति रूपान्तरण अवधि (तीन माह) 
में ब्याज की दर पर ४8% अर्थात्‌ 2% है। 


इस सूत्र का उपयोग प्रदर्शित करने के लिए हम कुछ उंदाहरणों पर ध्यान देते हैं: 


उदाहरण ॥; 2000 रु. का 8% वार्षिक दर से दो वर्ष पश्चात्‌ मिश्रधन एवं चक्रवृद्धि 
ब्याज ज्ञात कीजिए जबकि ब्याज वार्षिक संयोजित होता है। 


20 े गणित 


 ) 
हल ६ सूत्र #८ रू! “छ) , का उपयोग करने पर हमें प्राप्त होता है 


8)? 
शीत 20 । र्क छ रु, 
300 


# 58 ६ 
2000 --- | छऊ, 
। 25 ) 


८2332,80 7. 
इस प्रकार मिश्रधन 2332,80 रु, है। 
और चक्रव॒ृद्धि ब्याज, 0. ८ ४-7? 


॥ 


(2332,80 - 2000) रु. 


332.80 रु. 


उदाहरण 2: 2000 रु. का 8% वार्षिक दर से एक वर्ष पश्चात्‌ मिश्रधन एवं चक्रवृद्धि 
ब्याज ज्ञात कौजिए जबकि ब्याज अर्ध-वार्षिक संयोजित होता है। | 
हल 5; यहाँ, 75 2000 रु., 

ब्याज की दर प्रति वर्ष « 8% 

इसलिए, ब्याज की दर प्रति रूपान्तरण अवधि (अर्थात्‌ छः माह) « त्य 8% -4% (अर्थात्‌ 
7-4) और एक वर्ष की अवधि में रूपान्तरण अवधि की संख्या - 2 » - 2 


(अर्थात्‌ 52) 


है को 
अब, 8८ । + छ, , का उपयोग करने पर, हमें प्राप्त होता है 


4 2 


2 
> 2000» तन ८2]63.20 रु. 


चक्रवृद्धि ब्याज ॥2] 


इस प्रकार, मिश्रधन 263.20 रु. 


॥ 


॥ 


तथा चक्रवृद्धि ब्याज 5 (263.20 - 2000) रु. 


]63.20 रु. 


॥ 


] 
उदाहरण 38 8000 रु. पर रे वर्ष का 0% प्रति वर्ष की दर से चक्रवृद्धि ब्याज 
का परिकलन कीजिए जबकि ब्याज अर्ध-वार्षिक संयोजित हो। 


हि 5 
हल : यहाँ ए- 8000 रु. ए5उ 55 और #52%-<3 


॥१६ क्र हमें 
इस प्रकार, 65 ्श ]+ गति से हमें प्राप्त होता है 
5 हू. 
2]7 
> ४0०० #6] रु. 
5 926] रू, 


अब, 


( 
॥ 


#-? 
+  (926] -8000) रु. 
- ]26।| रु. 
अतः, अभीष्ट चक्रवृद्धि ब्याज 26] रु. है। 
उदाहरण 4; कोई धन तीन वर्षों में स्वयं का नर गुना हो जाता है, ब्याज वार्षिक 
संयोजित होता है। ब्याज की दर ज्ञात कीजिए। 


हल ; मान लीजिए मूलधन < 7? एवं ब्याज की दर प्रति वर्ष ७२% 


अत; # 5 3 और ४5---? 


[22 गणित 


इसलिए, सूत्र #- ॥|क्‍ ।+ गत से प्राप्त होता है 


जे 
॥24 
200] 
]25 00 


कक) 
श्र !25 ]00 
बे 
रे 5/  ]00 
या >म. 
5 00 


अर्थातू ॥+ट्तकणण 


5 00 
गो ।_ रि 
5 00 
या 0९ ८ 20 


इसलिए ब्याज की दर प्रतिवर्ष 20% है। 


उदाहरण 5६: यदि 4% वार्षिक ब्याज की दर से कोई धन एक वर्ष के अंत में 7803 
रु. हो जाता है, तो वह धन ज्ञात कीजिए, जबकि ब्याज अर्ध-वार्षिक संयोजित हो। 


श्थ की में 
हल : यहाँ 8 ८ 7803 रु,, ए८>2%4-2 और #52»%] 5 2, ? (रु. में)? 


इस प्रकार हमें प्राप्त होता है 
के ह.। 

7803 < श्‌। + छ) 

00 


7803%50 ८50 
या २ि८झ--+-+-++_++ ८ 7500 
5%5] 


इस प्रकार लगाया गया धन 7500 रु. है। 
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उदाहरण #; ]6000 रु. जबकि ब्याज 0% प्रतिवर्ष अर्ध-वार्षिक संयोजित हो, कुछ 
समय पश्चात्‌ 8592 रु. हो जाता है, तो धन लगाने की समयावधि ज्ञात कीजिए। 


हृह तु ॥॥ 
ले; यहाँ 756000 रु,, ॥«8522 रु,, (८720ल्‍5 और #-? 
रू रा से हमें प्राप्त होता है 


8522 ८ | 6000 [+ गा 
00 


8522 /(2[7' 
हे 6000 (20 


926 _ (कर 
तो. ४800 (9 


हित 
3 20/ (20 
या ४3. | 
| ] 
इसलिए धन लगाने की समयावधि 3 अर्ध-वर्ष अर्थात्‌ 7 वर्ष है। 


उदाहरण 9: निखिल ने एक कंपनी में अर्ध-वार्षिक चक्रवृद्धि ब्याज के संयोजन पर 
6000 रु. लगाए। 8 माह पश्चात्‌ कंपनी ने उसे 7986 रु. लौटाए। ब्याज की दर 
प्रतिवर्ष ज्ञात कीजिए। 


हल : यहाँ, ब्याज अर्ध-वार्षिक संयोजित होता है अर्थात्‌ प्रत्येक छः माह पश्चात्‌। 


] हा 
समय - 8 भाह अर्थात्‌ -->3 रूपांतरण अवधि 


इसलिए, 0-77 ॥' ्+ गत से हमें प्राप्त होता है 
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7986 - 6000| ।+---| , 
00 

7986 | 3 | 
अ-+><5 | [5 
6000 00 
39 । प्‌ | 
000 00 

| नी प्‌ 3 
मम 

!0 00 
है! ॥ हर 


ऊकिलओ 
0 00 


0१5८।0 


अर्थात्‌ ब्याज कौ दर प्रति रूपान्तरण अवधि (प्रति अध-वर्ष) ॥0% है 


ब्याज की दर प्रतिवर्ष > 2 &0% 5 20% 


उदाहरण 8: एक किसान अपनी दो पुत्रियों, जो कि 6 वर्ष और 8 वर्ष की हैं, 
के बीच में 390300 रु. इस प्रकार बाँटनगा चाहता है कि उनको धन पर 4% प्रतिवर्ष, 
वार्षिक चअक्रवृद्धि ब्याज द्वारा प्रत्येक को 2 वर्ष की आयु होने पर एकसा मिश्रधन 
प्राप्त हो। वह अपने धन को किस प्रकार बाँटे? 


हल 5: मान लीजिए कि ॥6 वर्ष की आयु वाली पुत्री को दिया गया अंश 5? रू. 


]8 वर्ष की आयु वाली पुत्री को प्राप्त अंश 5 (390300-7) 


2। वर्ष की आयु में दोनों को समान धन मिलता है अर्थात्‌ ? रु., 5 वर्ष तक 


ब्याज पर लगाया गया और (390300-7 रु.), 3 वर्ष तक ब्याज पर लगाया गया। 


4 ४ 4) 
रि । ]+ गा + (390300 - रण १फकश 
क्‍00/ 00 


अक्रबृद्धि ब्याज 25 


2 
4 

?(+-+- | 5(390300-- 7? 
या | ] ( ) 
या ठ्दञ न 3 

| + (2) ॥क्‍ 5 390300 

25 
625+ 676 


०-_ 3903002 625 


3 30[ 


२+87500 


इसलिए, 6 वर्ष की आयु की पुत्री को 87500 रु. प्राप्त होते हैं और ॥8 वर्ष की 
आयु की पुत्री को (390300 - 87500) रु. > 202800 र., मिलते हैं। 


प्रश्नावली &. 


अर ह 
।. 24000 रु. को 0% प्रतिवर्ष ब्याज की दर पर -- वर्ष पश्चात्‌ कितना मिश्रधन और 
चक्रवृद्धि ब्याज' प्राप्त होगा जबकि ब्याज अर्ध-वार्षिक संयोजित होता है। 


2. 00000 रु, को 4% प्रतिवर्ष की दर पर 9 माह पश्चात्‌ कितना मिश्रधन और चक्रवृद्धि 
ब्याज प्राप्त होगा जबकि ब्याज त्रैमासिक संयोजित होता है। 


अंक हा 9 
[ * यहाँ, ए>य2४4८]#ल्‍्च्रुत3 तिमाही ] 


3. कितने वर्षो में 6400 रु. का धन 5% प्रति वर्ष की दर पर 656। रू. हो जाएगा जबकि 
ब्याज जैमासिक संयोजित होता है। 


4. कौन सा धन 4% प्रति वर्ष की दर पर नर वर्षों के पश्चात्‌ 3265] रु. हो जाएगा 
जबकि ब्याज अर्ध वार्षिक संयोजित होता है। 
5. कोई धन 2 वर्षो में स्वयं का ्द गुना हो जाता है, जबकि ब्याज वार्षिक संयोजित 


होता है। ब्याज की दर ज्ञात कीजिए। 


]26 


6. 


क+ 
न 
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75000 रु, का धन 8% प्रति वर्ष की दर पर अर्ध-वार्षिक संयोजन से 282.60 रु, 
हो जाता है। समय की अवधि का परिकलन कीजिए। 


3200 रु. का धन 0% प्रति वर्ष की दर पर ज्रैमासिक संयोजन से 3362 रु. हो जाता 
है। समय की अवधि ज्ञात कीजिए। 


कोई धन ब्याज के वार्षिक संयोजन से दो वर्षों में 9680 रु. और 3 वर्षों में 0648 रु. 
हो जाता है। राशि (मूलधन) एवं ब्याज की दर प्रतिवर्ष ज्ञात कौजिए। 


& और 7 ने क्रमशः 60000 रु. और 50000 रु, तीन वर्षों के लिए उधार. लिए। & 
ने 0% प्रति वर्ष की दर से स्राधारण ब्याज दिया, जब कि 8 ने 0% प्रतिवर्ष की 
दर पर वार्षिक संयोजन से चक्रवृद्धि ब्याज दिया! ज्ञातं कीजिए कि किसने अधिक ब्याज 
दिया और कितना अधिक? 


9550 रु, को » एवं 8 में इस प्रकार विभाजित कीजिए कि # को 2 वर्षो के पश्चात्‌ 
वही धन मिले जो कि 8 को 4 वर्षो के पश्चात्‌ मिले। ब्याज वार्षिक संयोजित होता 
है तथा दर 4% प्रति वर्ष है। 


. 5000 रु, का 0% प्रति वर्ष की दर पर 2 वर्ष 6 माह पश्चात्‌ देय मिश्रधन और 


चक्रवृद्धि ब्याज का परिकलन कौजिए ज॑ंबकि ब्याज वार्षिक संयोजित होता है। 


[सके हि प्‌ डा 

क्तत ; सूत्र 8- ! + | का उपयोग करके ज्ञात कीजिए कि 2 वर्ष पश्चात्‌ 
मिश्रधन कितना हो जाएगा, और तब प्र वर्ष के ब्याज कौ गणना, सूत्र [> जण से 
कौजिए, जहाँ ?', 2 वर्षो पश्चात्‌ मिश्रधन है।] 


किस धन का 0% प्रति वर्ष को दर पर दो वर्षों के पश्चात्‌ चक्रवृद्धि ब्याज 665 रु. 
हो जाएगा जबकि ब्याज वार्षिक संयोजित हो। 


. सेमुएल ने आवास विकास परिषद से ऋण पर मकान खरीदा। यदि मकान का क्रय मूल्य 


256000 रु. है, तो ज्ञात कीजिए कि सेमुएल ने 5% वार्षिक दर पर ्र वर्ष पश्चात्‌ 
कितना ब्याज एवं मिश्रधन दिया जबकि ब्याज अर्थ वार्षिक संयोजित हों। 


: कितने समय में 2400 रु, का 0% प्रतिवर्ष की दर पर मिश्रधन 2646 रु. हो जाएगा 


जबकि ब्याज अर्ध वॉर्षिक संयोजित हो। 


अक्रवृद्धि ब्याज ॥27 


[5. 


च्चे 


पदूमा ने 30000 रु. एक फाइनेंस कंपनी में ब्याज पर जभा किए और ट वर्षों पश्चात्‌ 
उसे 39930 रु. वापिस मिले। यदि ब्याज अर्ध-वार्षिक संयोजित हो, तो ब्याज की दर 
प्रति वर्ष ज्ञात कौजिए। 


. कोई धन चक्रवृद्धि ब्याज से जबकि ब्याज अर्ध-वार्षिक संयोजित हो एक वर्ष में 


] वर्षों में 
3230 रु, और । रे वर्षों में 389.50 रु. हो जाता है मूलधन एवं ब्याज की दर प्रति 
वर्ष ज्ञात कीजिए। 


, सुब्रामनिअम ने कृष्णमूर्त्ति से कुछ धन साधारण ब्याज की दर पर 2 वर्ष के लिए ऋण 


पर लिया। उसने यह धन उतने ही समय के लिए उसी दर पर चक्रवृद्धि ब्याज से बेंकट 
को उधार दिया जबकि ब्याज वार्षिक संयोजित हो। दो वर्षों के पश्चात्‌ उसे चक्रवृद्धि 


. ब्याज के रूप में 4200 रु. मिले किंतु उसने साधारण ब्याज में केवल 4000 रु. दिए। 


20, 


धन और ब्याज की दर ज्ञात कीजिए। 


से सर 825 
, चक्रवृद्धि ब्याज की किस दर पर कोई धन 3 वर्षो में स्वयं का 0 हो जाता 


है? 


. कोई धन चक्रवृद्धि ब्याज पर ॥5 वर्षों में स्वयं का दुगुना हो जाता है। कितने वर्षों में 


वह आठ गुना हो जाएगा? 


8000 रू, का 0% प्रति वर्ष की दर से डर वर्ष में चक्रवृद्धि ब्याजों का अंतर ज्ञात 
कीजिए जब कि ब्याज वार्षिक और अर्ध-वार्षिक संयोजित हो। 


6.2 वृद्धि और अवमूल्यन 

मिश्रधन एवं चक्रवृद्धि ब्याज का परिकलन करते हुए हम ने देखा है क्रि समय की 
कुछ अवधि के पश्चात्‌ धन में वृद्धि होती है। यह दूसरे क्षेत्रों में भी हो सकता है, 
जैसे जनसंख्या में वृद्धि, वस्तुओं की कीमत में वृद्धि आदि इसलिए उन क्षेत्रों में भी 
वृद्धि से संबंधित समस्याओं को हम चक्रवृद्धि ब्याज के सूत्र का उपयोग करके हल 
कर सकते हैं, यथा 


5 + हा 
00 
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यहाँ &, उन्नत मान (या बढ़ा हुआ मान) है 

? मूल मान है, . ह 

7२% वृद्धि की दर प्रति वर्ष है 

॥ वर्षो की संख्या है। 
हम इस सूत्र का उपयोग को निम्नलिखित उदाहरणों द्वारा प्रदर्शित करते हैं। 
उदाहरण ०५ एक गाँव की जनसंख्या 24000 है। यह 5% प्रति वर्ष की दर से बढ़ 
रही है। 3 वर्षों पश्चात्‌ जनसंख्या भें वृद्धि क्या होगी? 


ए रर्‌ हैं ०] पे ० म 
हल : / |! + छ) का उपयोग करके हमें प्राप्त होता है 


0 २5 22 5 
४ 2५000 [+ कक 


०9 2 
# 24000 2९ >८ पे > रे 
20 20 20 


+ 27783 ह 


'. जनसंख्या में वृद्धि (या बढ़ोत्तरी) 
+ 27783 - 24000 


॥ 


3783 


ध्यान रहे कि बहुधा कुछ वस्तुओं का मूल्य किसी समयावधि के पश्चात्‌ घट 
(अवमूल्यन) सकता है। उदाहरण के लिए अगर आप वर्ष 200। में एक कार खरीदते 
हैं, तो एक या अधिक वर्षों तक उसका उपयोग करने के पश्चात्‌ उस का मूल्य वही 
नहीं रहेगा। हम वस्तु के घटे हुए मान का परिकलन उपरोक्त सूत्र से कर सकते 
हैं, इस अन्तर के सिवाय कि ए को (२) से बदल देते हैं। इस प्रकार, 


जे मत 
अवमूल्यर्त माने 5 ।-न क्र | 


इस सूत्र के उपग्रोग की हम निम्न उदाहरण से प्रदर्शित करते हैं। 
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उदाहरण 0 : एक रेफ्रौजरेटर का मूल्य 8000 रु. है। उसके मूल्य में 0% प्रतिवर्ष 
की. दर से अवमूल्यन होता है। तीन वर्षो के पश्चात्‌ उसके मूल्य में कुल कितना 
अवमूल्यन होगा, परिकलन कीजिए। ह 

हल : रेफ्रीजरेटर के अवमूल्यन की वार्षिक दर 7२८ 0% प्रति वर्ष, समय जिसके 


पश्चात्‌ अवमूल्यन का परिकलन करना है, #> 3 वर्ष। रेफ्रीजरेटर का वर्तमान मूल्य 
?> 8000 रु. 


[१ | 
5 ए| |क+न्‍-++ 
82 ॥ 00 ) 


का उपयोग करने पर हमें रुपयों में अवनत मूल्य प्राप्त होता है। 
07४ 
- 9000 | [+- गा] 


99 
+0000 »९ 76) 


+ 5832 
» रुपयों में अवमूल्यन 

- 8000-5832 

८ 268 
कभी कभी वृद्धि की दर या अवमूल्यन की दर समय-समय पर बदलती रहती है। 
ऐसी स्थितियों में उन्नत मान या अवमूल्यन मान की गणना हम एक उदाहरण के द्वारा 
समझायेंगे। ह | 
उदाहरण ॥] : एक नदी के सेतु का निर्माण चार वर्षो में पूरा करने के लिए 0000 
श्रमिकों को नियुक्त किया गया। प्रथम वर्ष के अंत में 0% श्रमिकों को कार्यमुक्त 
कर दिया गया। द्वितीय वर्ष के अंत में, उस समय के श्रमिकों में से 5% को 
कार्यमुक्त किया गया। किन्तु परियोजना को समय पर पूर्ण करने हेतु तीसरे वर्ष कौ 


समाप्ति पर श्रमिकों की संख्या 70% बढ़ा दी गई। चौथे वर्ष की अवधि में कितने 
श्रमिक कार्यरत थे? 
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; ; प्रथम वर्ष के प्रारंभ में श्रमिकों को संख्या 5 0000 
प्रथम वर्ष में श्रमिकों की संख्या में कमी की दर 5८ 0% 
द्वितीय वर्ष में श्रमिकों की संख्या में कमी की दर ८ 5% 
तृतीय वर्ष में श्रमिकों की संख्या में वृद्धि कौ दर 5 0% 
.. प्रथम वर्ष के अंत में श्रमिकों की संख्या 


>] 000 गत 
ह 00 


. द्वितीय वर्ष के लिए श्रमिकों की संख्या 


|] 0७00 दा पा 
00 


द्वितीय वर्ष में हाम की दर 5% है 
». द्वितीय वर्ष के अंत में श्रमिकों की संख्या 


| 00 [- प] - ख् 
. 00/ _00 


». तृतीय वर्ष के लिए श्रमिकों की संख्या 


जि "व |- गत |- छू) 
।00 00 


तृतीय वर्ष के अंत में श्रमिकों की संख्या में बुद्धि की दर 5 0% 
', तृतीय वर्ष के अंत में श्रमिकों की संख्या 


-7000।-प पक) पफ 
00 00 00 


+0000 » ही है 7 है 22] 5 9405 
।0 20 0 


इसलिए चौथे वर्ष की अवधि में कार्यरत श्रमिकों की संख्या 9405. है 


चक्रवृद्धि ब्याज ]3 


टिप्पणी : उपरोक्त उदाहरण से यह स्पष्ट है कि यदि प्राप्त वर्ष में वृद्धि की दर 
९१% है, और दूसरे वर्ष में वृद्धि की दर 0,% है और तृतीय वर्ष में वृद्धि की दर 
7२% है आदि, तब मद & का अंतिम मान 


डे ्। है 7 [! + कै |! +रक्क) 

00/( 00/( 00 
और यदि किसी बर्ष में हास होता है तब उस स्थिति में दर का चिहन ऋणात्मक 
लिया जाएगा। उदाहरण के लिए यदि वृद्धि की दर प्रथम वर्ष में 7%, द्वितीय वर्ष 


में ,७ और तृतीय वर्ष में अवमूल्यन की दर ९.% है, तब तृतीय वर्ष के अंत में 
मद का मान होगा 


हक 


'प्रश्नावली 6.2 


।, एक रेफ्रीजरेटर का मूल्य 9000 रु, है। उसके अवमूल्यन की दर 5% प्रति वर्ष है। दो 
वर्षों के पश्चात्‌ उस के मूल्य में कुल कितना अवमूल्यन होगा। 


2, 400000 रु. में एक नई कार खरीदी जाती है। उसके मूल्य में 0% प्रति वर्ष कौ दर 
से अवमूल्यन होता है चार वर्षों के पश्चात्‌ उसका मूल्य कया होगा? 


3, दीनू ने 24000 रु. में स्कूटर खरीदा। स्कूटर के मूल्य का 5% प्रति वर्ष की दर से 
अवमूल्यन हो रहा है। तीन वर्षों के पश्चात्‌ उस के मूल्य की गणना कीजिए। 


4. एक टेलीविजन सेट का मूल्य वर्ष 999 के प्रारंभ में 77009 रु. था 2000 के प्रारंभ 
में उस के मूल्य में 5% की वृद्धि की गई। मांग की कमी के कारण, 200। के आरंभ 
में मूल्य में 4& का अवमूल्यन किया गया। 200 में टेलीविजुन का मूल्य क्‍या है? 

5. किसी संपत्ति के मूल्य का प्रति वर्ष 5% की दर से अवमूल्यन होता है। यदि तीन वर्षों 
के पश्चात्‌ उसका मूल्य 4540 रु. है तो, इन तीन वर्षो के प्रारंभ में इसका मूल्य 
क्या था? 

[संकेत : यहाँ &- 4540, ?निकालिए ] 

6. अफ्रीदी ने एक पुराना स्कूटर 6000 रु. में खरीदा।. यदि दो वर्षों के पश्चात्‌ उसका 

मूल्य घट कर 4440 रु. हो जाता है, तो अवमूल्यन की दर ज्ञात कीजिए। 


फेननर्ई: 


जे 
0 | 


ल्+ 
रे 


गणित 


किसी परियोजना को चार वर्षो में पूर करने के लिए एक कंपनी ने 8000 श्रमिकों को 
नियुक्त किया। प्रथम वर्ष के अंत में 5% श्रमिकों को कार्यमुक्त किया गया। दूसरे वर्ष 
के अंत में, उस समय कार्यरत श्रमिकों में से 5% को कार्यमुक्त किया गया। किन्तु 
परियोजना को समय पर पूर्ण करने हेतु तीसरे वर्ष की समाप्ति पर उस समय कार्यरत 
श्रमिकों की संख्या में 0% की वृद्धि की गई। चौथे वर्ष की अवधि में कितने श्रमिक 
कार्यरत थे? 


. एक शहर की जनसंख्या प्रत्येक वर्ष के प्रारंभ में जितनी है, उसमें प्रत्येक वर्ष 4% वृद्धि 


हो जाती है। यदि 997 में जनसंख्या 6760000 थी, शहर की जनसंख्या () ॥999 और 
(#) 995 में ज्ञात कीजिए। 


. एक धर्मार्थ चिकित्सालय में 24000 रकतदाता पंजीयत थे। प्रत्येक छ: माह में रकतदाताओं 


की संख्या में 5% की वृद्धि हुई। ज्ञात कीजिए कि कितनी समयावधि के पश्चात्‌ 
रक्‍तदाताओं की कुल संख्या 27783 हो जाएगी। 


, जितेंद्र ने 2500000 रु. की लागत से एक कारखाना स्थापित किया। प्रथम दो क्रमानुसार 
' वर्षो में उसे क्रमशः 5% और ]0% लाभ हुआ। यदि प्रत्येक वर्ष लाभ पिछले वर्ष की 


पूंजी पर हुआ हो, तो उसके कुल लाभ की गणना कीजिए। 


. एक कारखाने ने वर्ष 996 में तिपहियों के उत्पादन को 80000 से बढ़ाकर 999 में 


926॥0 कर दिया। तिपहियों के उत्पादन की वृद्धि की वार्षिक दर ज्ञात कीजिए। 


, दिया है कि कार्बन-4 (८,) का एक स्थिर दर से इस प्रकार हास होता है कि 5568 


वर्षों में वह 50% ही शेष बचता है। एक प्राचीन काष्ठ के टुकड़े की वर्य ज्ञात कीजिए 
जिसमें मूल का केवल 2.5% कार्बन शेष है। 


[ संकेत : यदि हास होने की दर ए% है और काष्ठ के टुकड़े की वय # वर्ष हो, 


१908 # 
तो (। -्क्, ->_0 और (॥-छ व 
]00 ]00 00 00 


- 500000 रु. मूल्य वाले एक फ्लैट का 0% प्रतिवर्ष की दर से अवमूल्यन हो रहा है। 


कितने वर्षो में उसका मूल्य घट कर 364500 रु. हो जाएगा? 


. आशीष ने 500000 रु. की मूल पूंजी से व्यापार प्रारंभ किया। प्रथम वर्ष में उसे 4% 


कि हानि हुई। जबकि दूसरे वर्ष में उसे 5 का लाभ हुआ जो कि बढ़कर तीसरे वर्ष 


में ।0% हो गया। परिकलन कीजिए कि पूरे तीन वर्षो की अवधि में उसे कितना शुद्ध 
लाभ हुआ। 


अध्याय 7 


बैंक प्रणाली 


7. भूमिका 

यह विश्वास किया जाता है कि आदि मानव उतना ही शिकार करता था या उतनी 
ही उपज करता था जो उसकी एक या दो दिन की आवश्यकता की पूर्ति करती हो। 
बाद में सभ्यता के विकास के साथ-साथ उसने पूरे ऋतु काल या वर्ष का उत्पादन 
करना प्रारंभ कर दिया और इस के साथ ही भविष्य के लिए जमा करना प्रारंभ 
किया। उस्त काल में, मुद्रा के वर्तमान स्वरूप का अस्तित्व नहीं था और मनुष्य वस्तुओं 
या सेवाओं की प्राप्ति के लिए बदले में अन्य उस्तुएँ या सेवाएँ प्रदान करता था। 
यह प्रणाली, जिसे वस्तु-विनिमय कहते हैं, कई प्रकार से कठिन और असुविधाजनक 
थी। किन्तु मनुष्य विशिष्ट वस्तुएँ (जैसे गेंहू, गाय, ऊँट आदि) उधार देते थे या उध 
एर लेते थे जो उन्हें उसी रूप में या कोई दूसरे परस्पर स्वीकृत रूप में वापिस मिलता 
था। इस असुविधा और दूसरी परेशानियों से मुक्ति पाने के लिए परस्पर विनिमय के 
व्यापार से उनका ध्यान मुद्रा बचत की ओर गया और लोगों ने अपनी भविष्य की 
आवश्यकता के लिए धन बचाना प्रारंभ कर दिया। इस के साथ ही धन को किसी 
सुरक्षित स्थान में रखने की आवश्यकता हुई। प्रारंभ में उस काल के धनी व्यक्ति 
जो विश्वास योग्य थे और जिनके पास अपनी तथा और अपने धन की सुरक्षा के 
साधन थे साधारण व्यक्तियों की बचत सुरक्षित रखते थे और इस कार्य के लिए धन 
लेते थे। समयानुसार उन्होंने देखा कि सुरक्षित रखे धन, जो उनके पास धरोहर के रूप 
में आता था, का कुछ भाग दूसरे को उधार देने के काम आ सकता था, क्योंकि 
सभी व्यक्ति की एक ही समय धन वापिस लेने आने की कोई सम्भावना नहीं थी। 
इस प्रकार धरोहर रखी राशि ऋण देने के काम आने लगी। ये साहूुकार अब अपना 
धरोहर रखने वाले व्यक्तियों को कुछ राशि ब्याज के रूप में देने लगे ओर ऋण 
लेने वालों से कुछ राशि झँचे दर पर ब्याज स्वरूप लेने लगे। इस प्रकार दूसरों की 


* 34 | पु * गणित 


धरोहर राशि से लाभ प्राप्त करने लगे। अंत में इस प्रकार बैंक रूपी संस्था का उदय 
हुआ। समय के साथ यह बैंक रूपी संस्था अपने को परिष्कृत करती गई और वर्तमान 
रूप में आ गई जो आजकल हमारे सामने है। 


वर्तमान में बैंक वह संस्था है जिसमें वे लोग जिन के पास कुछ बचत राशि है, अपना 
धन धरोहर रूप में जमा रखते हैं और वे लोग जिन्हें धन की आवश्यकता होती है 
कुछ शर्तों पर जिसमें धन की वापिसी सुरक्षित हो और ब्याज देने की सहमति देकर 
धन ऋण रूप में ले सकते हैं। बैंक से उधार लिए जाने वाले धन पर ब्याज की 
दर, जप्ताकर्ता को दिए जाने वाली ब्याज की दर से सदैव अधिक होती है। जमाकर्ता 
का धन सुरक्षित रखने और ऋण लेने बालों को धन उधार देने के अतिरिक्त बैंक 
जनता को बहुत प्रकार के वित्तीय प्रबन्धों में सहायता करता है। संक्षेप में बैंक के 
प्रमुख कार्य हैं : 

(. जमाकर्ताओं से धन प्राप्त करना। 

2. आवश्यकता पड़ने पर धन उधार देना। 

3. एक स्थान से दूसरे स्थान को धन का स्थानान्तरण करना। 


4. जन सुविधाओं जैसे टेलीफोन, बिजली, पानी के बिल, मकान कर आदि के 
भुगतान को राशि प्राप्त करना। 


5. मूल्यवान वस्तुओं को सुरक्षित रखने के. लिए | सुरक्षित जमा लाकर्स को किराये 
पर देना। पा 


6. यात्री चैक और विदेशी मुद्रा देकर यात्रियों और टूरिस्टों की सहायता करना। 
बैंक में हम भिन्‍न प्रकार के खाते खोल सकते हैं जैसे 

. बचत बैंक खाता 

2. चालू खाता 

3. सावधि जमा खाता 
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. आवर्ती जमा खाता 


हम इन खातों को एक के बाद एक लेंगे और उन के संबंध में अधिक जानने 
का प्रयत्न करेंगे। 


* बैंक प्रणाली _ 835 


() बचत बैंक खाता 


बैंक के द्वारा प्रदत योजनाओं में से सबसे अधिक लोकप्रिय बचत खाता है। इस में, 
कोई भी' व्यक्ति दो सौ रुपयों की छोटी सी रकम से बैंक में खाता खोल सकता 
है। खाता खोलने के पश्चात्‌ खाताधारी अपने खाते में सतत्‌ धन जमा कर सकता 
है। आवश्यकता पड़ने पर वह अपने खाते में से धन निकाल भी सकता है, इसके 
लिए वह आहरण पर्ची (प्रतिरूप आकृति 7.) भरे या चैक (प्रतिरूप आकृति 72 में) 
भरे। खाताधारी को एक चैक बुक दी जाती है जो इस शर्त पर होती है कि बैंक 
के नियमानुसार खाते में न्यूनतम राशि हमेशा जमा रहेगी। वर्तमान में यह न्यूनतम राशि 
550 रु. है। 


खाता भध्रारक्र का (के) भामः 
(0 भारतीय स्टेट बैंक ॥ब्ा8 0 8 | (+049 (8) 
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बंधत खाते से पैसा निकालने का फॉर्म | तारीख/ 
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सापघानी : यह बचत बैंक निकाशी आदेश फार्म चेक नहीं है। इस फार्म मही खाता प्रमांक/ 
के साथ पास-बुक रहना अनियार्य है, अग्यथा भुगतान प्राप्त 
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आकृति 7.4 
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प्रत्येक खाताधारी को बैंक द्वारा एक 'पास बुक' (खाता पुस्तिका) दी जाती है जिस 
में प्रत्येक तिथि के अनुसार उस के द्वारा जमा की गई अथवा निकाली गई राशि और 
बैंक द्वारा देव ब्याज का पूर्ण विवरण प्रविष्ट किया जाता है। बचत बैंक खाता की 
पास बुक सामान्य प्रारूप नीचे दिया जा रहा है : 


तिथि | विवरण | निकाली गई राशि [जमा की गई रांशि|। शेष | आचक्षर 
रु. पे. रु. पै. | रु. पै. 





(विशिष्ट बैंकों के पास बुक प्रारूप में कुछ अंतर हो सकता है।) 
इस खाते में ब्याज निम्न नियमों के अनुसार दिया जाता है : 


() प्रत्येक महीने की दस तारीख से अंतिम तिथि तक जो न्यूनतम शेष राशि होती 
है, उस पर ब्याज देय होता है। 


(9) यद्यपि ब्याज की गणना माह के अनुसार होती हैं परंतु सामान्यतः खाते में उसकी 
प्रविष्टि प्रत्येक छ: माह में होती है। कुछ बैंकों में ब्याज का संयोजन प्रति वर्ष होता 
है। इस प्रकार भिन्‍न बैंकों में ब्याज के संयोजन की अवधि भिन्‍न हो सकती है। 


बचत बैंक खाते के अंतर्गत्‌ मिलने वाले ब्याज की वर्तमान दर 4% प्रति वर्ष है। 
यह बैंक विशेष पर निर्भर करता है कि ब्याज का संयोजन अर्ध-वार्षिक हो या 
वार्षिक। बचत बैंक खाता किसी डाकखाने में भी खोला जा सकता है। 


(2) चालू खाता 


यह खाता प्रायः व्यापारियों कंपनियों, शासकीय संस्थाओं आदि के द्वारा निर्वाह किया 
जाता है जिन्हें अपने कार्य के लिए प्रतिदिन बहुत से वित्तीय कार्य करना होते हैं। 
चालू खाते में कुछ ऐसी सुविधायें होती हैं जो बचत बैंक खांते में नहीं होतीं। 
उदाहरणार्थ इसमें निकालने या जमा करने की राशि आवृत्ति पर बंधन नहीं होता जब 
कि बचत बैंक खाते में ऐसे बंधन होते हैं। किन्तु, इस खाते में जमा धन राशि पर 
कोई ब्याज नहीं मिलता है। वास्तव में, कुछ प्रकरणों में बैक खाता-धारक से 
आकस्मिक व्यय वसूल करते हैं। 
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(8) शावधि जगा खाता 


इस योजना में राशि किसी निश्चित अवधि के लिए जमा की जाती है। समान्यत: 
इस में से राशि, निश्चित अवधि जो खाता खोलते समय दर्शाई जाती है, के पश्चात्‌ 
ही निकाली जा सकती है। स्पष्टत: बैंक सावधि जमा खाते में रखी राशि का उपयोग 
बचत बैंक खाते की अपेक्षा और स्वतंत्रता से कर सकता है। इसलिए बैंक इस प्रकार 
जमा राशि पर अधिक ब्याज देता है। ब्याज दर उस अवधि पर निर्भर करती है 
जिसके लिए राशि जमा की गई है। भिन्न बैंकों में ब्याज की दर प्रतिवर्ष में भिन्‍न . 
हो सकती है। भारतीय स्टेट बैंक में सावधि जमा में 0 सितंबर 200। से प्रभावी 
ब्याज दर प्रति वर्ष निम्नानुसार हैं : 


85 दिन और 45 दिनों तक 5.25 
दिनों 6 


30 
ओके ये। का बे कप रे 
50 











| कर बे 2 वे थे का एम क्‍ 
2 उर्ष से 3 वर से कम तक 


3 वर्ष से और उससे अधिक 


(4) आवततोी जमा 


जैसा कि इसके नाम से संकेत मिलता है, इस खाते में जमाकर्ता उसके द्वार प्रारंभ 
में चुनी गई निश्चित अवधि तक उसके द्वारा चुनी गई निश्चित राशि (सामान्य 5 रु. 
या 0 रु, का गुणज) प्रतिमाह जमा करता है। यह निश्चित समय 6 माह से 0 
वर्ष तक होता है। इस खाते में ब्याज की दर लगभग सावधि जमा खाते की दर 
के समान होती है। ऐसे खातों में, जमाकर्ता को थोक रकम (जिसे परिपक्वता मूल्य 
कहते हैं) का भुगतान निश्चित अवधि (जिसे परिपक्वता अवधि कहते हैं) की समाप्ति 
पर किया जाता है। सामान्यतः बैंक ऐसी तालिकाएँ छापते हें जिनमें यह अंकित रहता 
है कि कितने रुपये कितने महीने तक जमा करने पर अंत में कितना परिपक्वता मूल्य 
मिलेगा। ब्याज की दर बदल जाने के कारण समय समय पर इन तालिकाओं को 
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संशोधित किया जाता है। 

टिप्पणी : इस अध्याय में, हम बचत बैंक खाता और सावधि जमा खातों के ब्याज 
के .परिकलन की व्याख्या तक ही सीमित रहेंगे। 

7.2 बचत बैंक खाते के ब्याज का परिकलन 


हम कुछ उदाहरणों के द्वारा बचत बैंक खाते के ब्याज के परिकलन की विधि को 
प्रदर्शित करेंगे। 


उदाहरण ॥ ; नरेश 2.4.93 को बैंक में 500 रु, से बचत बैंक खाता खोलता हे। 
उसने 9.4.93 को 50 रु, जमा किया और उसके बाद उसने अप्रैल 3993 में न तो 
कुछ जमा किया और न ही कुछ निकाला। अप्रैल 993 के माह में उसे किस राशि 
पर ब्याज मिलेगा। 


हल : महीने की ॥0 तारीख से अंतिम तिथि तक जो न्यूनतम शेष राशि होती है, 
उस पर ब्याज देय होता है। 


अतः राशि जिस पर उसे ब्याज मिलेगा, है 500 रु, + 50 रु. रू 550 रू. 


उदाहरण 2 : नमिता का बचत बैंक खाता सैंट्रल बैंक आफ इन्डिया के पास है। 
उसकी पास बुक में फरवरी ॥993 माह की प्रविष्टयाँ इस प्रकार हैं ; 


28 जनवरी 93 00.00 


। फरवरी 93 200.00 
7 फरवरी 93 450.00 
24 फरवरी 93 650.00 


फरवरी १993 के माह में उसे किस राशि पर ब्याज मिलेगा? 





हल :; यहाँ, यद्यपि 24 फरवरी को शेष शशि १650 रु. है, लेकिन फरवरी के ॥0वें 
दिन और अंतिम दिन के बीच न्यूनतम शेष राशि 450 रु, है इसलिए फरवरी 993 
के माह के लिए नमिता को 450 रु, की राशि पर ब्याज देय होगा। 
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उदाहरण 3 : श्रीमती अमिता कौ बचत बैंक खाता की पास बुक का एक पृष्ठ निम्न 
लिखित है 







शेष 











दलाल 
व्व कि 7 
काल! 
सम 

हा 


यह मानते हुए कि ब्याज का संयोजन प्रतिवर्ष जून और दिसंबर के अन्त में 5% प्रति 
वर्ष की दर होता है, जून 993 के अंत में पास बुक के ब्याज का परिकलन कीजिए। 


हल : जनवरी के माह में न्यूनतम शेष राशि < 2630.50 









रु, 
फरवरी के माह में न्यूनतम शेष राशि < 2630.550 रु. 
मार्च के -माह में न्यूनतम शेष राशि 5 3480.50 रु. 
अप्रैल के माह में न्यूनतम शेष राशि. 5 3480.50 रु, 
मई के माह में न्यूनतम शेष राशि 5 3480.50 रु, 
जून के माह में न्यूनतम. शेष राशि -< 2078.50 रु. 

योग ८ 778.00 रु. 


अब .ब्याज के परिकलन के लिए एक माह का मूलधन « 778। रु. मान लेते हैं। 


5 ] 
इसलिए ब्याज टास्क, 4 प्रा का 8 ताला 
इसलिए, ब्याज ८ 778[ ४ छा “5 (। माह : षट वर्ष) 


ह < 74.09 रु. (निकटतम) 
अंत: ब्याज की. प्रविष्टि 74.09 रु, है। 
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उदाहरण 4 : किसी खाताधारी के बचत बैंक खाते की पास बुक में निम्न प्रविष्टियाँ 


हें 





जगा की गई 


शेष 
, | रु. पै, 


तिथि 

नगद ७00.00 
बेतन द्वारा 5० 2 2450.00 
28 फरवरी चैक क्रमांक 827 
वेतन द्वारा | | 2450.00 
त 


8 मार्च चैक द्वारा 8] 00.00 | 2650.00 
2। मार्च चैक क्रमांक 828 200.00 450.00 


यदिं ब्याज की दर 4.5 प्रतिशत प्रति वर्ष हो और ब्याज का संयोजन प्रत्येक वर्ष 
मार्च और सितम्बर के अंत में होता हो तो खाताधारी के उपर्युकत खाते में मार्च 998 
के अंत में अर्जित ब्याज ज्ञात कीजिए। 





निकाली गई 
रशशि | शशि 









































हल : जनवरी १998 में न्यूनतम शेष राशि न. 750.00 रु. 
फरवरी 998 में न्यूनतम शेष राशि +ू 850.00 रु, 
मार्च १998 में न्यूनतम शेष राशि + 450,00 रु. 

योग > 4050.00 रु. 
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अब ब्याज के परिकलन के लिए 4050 रु. को एक माह का मूलधन मान लेते हैं। 


4050»44,5% | 
00)<2 


अतः; ब्याज न 


“- [5.]9 रु. (लगभग) 
अतः ॥5 मार्च 998 के अंत में अर्जित ब्याज 5,9 रु. है। 


उदाहरण 5: निशा के नाम से बचत बैंक खाता है। वर्ष 2000 में उसकी पास बुक 
में निम्न प्रविष्टियाँ हैं: 











0 8 | 600.00.. | 2900.00 
कक शक दआ 
लक गिन्न 
|सिजलोकी 
नकल 
हि 7 ला आला 
पाहिक 
हा 
| 
ही 7 अलदक 
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यह मानते हुए कि ब्याज का संयोजन वर्ष में एक बार दिसम्बर के अन्त में 5% 
प्रति वर्ष की दर से होतां है। उपरोक्त वर्ष में निशा के द्वारा अर्जित ब्यांज का 
'परिकलन कौजिए। 


हल ; भिन्‍न महीनों के 0वें दिन और अंतिम दिन के बीच में न्यूनतम शेष राशि 
निम्नानुसार है 


जनवरी 2900.00 . झ, 
फरवरी 2600.00 रु. 
मार्च 2900.00 रु. 
अप्रैल 2900.00 रु. 
मई 2900.00 रु. 
जून 4000.00 रु, 
जुलाई 3700.00 रु. 
अगस्त 3700.00 रु. 
सितम्बर 4600.00 रु. 
अक्तूबर 4600.00 रु, 
नवम्बर 3800.00 रु, 
दिसम्बर 400.00 रु, 


योग 42700.00 रु. 


42700» ये अं 


00  2 


अतः ब्याज 


52० 708 
इस प्रकार, दिसम्बर के अन्त में अर्जित ब्याज 77.92 रु, है। 
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उदाहरण 6: जॉन का बैंक में बचत बैंक खाता है उस की पासबुक में निम्न प्रविष्टियाँ हैं : 























' विवरण निकाली गई |जमां की गई। शेष 
रु, पै, 


राशि राशि 
रे रु. पै. |रु पै, । 
9 फरवरी 200] प्‌ 000.00 


उसने ]। अप्रैल 200। को खाता बंद कर दिया। 4% प्रति वर्ष की दर से ब्याज 
का परिकलन कीजिए। 





हल ; फरवरी माह के लिए न्यूनतम शेष राशि 0 रु. है। मार्च माह के लिए न्यूनतम 
शेष राशि 5500 रु. है। योग 5500 रु. है। 
अब 5500 रु. को एक माह का मूलधन मानकर ब्याज की गणना करते हैं 


5500:-*_. , _- 
75 ]00 2 


:55/3 रु. ८ 8.33 रु, (निकटतम) 


ब्याज 


अतः जॉन को जम्ता शशि पर 8.33 रु. ब्याज प्राप्त होगा। 


ग्रश्नावली 7.] 
. नरेश ने 07.0.2000 को 6000 रु, से बंचत बैंक खाता खोला। उस के बैंक से लेन 
देन का विवरण इस प्रकार था; 


उस ने .0.2000 को 20.00 रु, जमा किये, 20.0.2000 को 80.00 रु. निकाले और 
50.00 रु. 3.0.2000 को निकाले। 0.02.2000 को उसने 050.00 रु. और | 
20.02.2000 को 50 रु. जमा किए। मार्च 2000 को उसने कोई लेन देन नहीं किया। 
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2. कविता के बचत बैंक खाते में निम्न प्रविष्टियाँ हैं: 














जनवरी, फरवरी और मार्च 2000 में ब्याज पाने की दशा सन्तुष्ट करने वाली राशि को 
गई राशि 


अलग-अलग ज्ञात कीजिए। 
शेष आद्यक्षर 
रु, पै. | र. पै.। रु. पै. 


[7 छि क्िाओ ण 7 
[७ (७७ [' 


जून व जुलाई में वह किन राशियों पर ब्याज अर्जित करेगी, पृथक-पृथक गणना कौजिए। 
3. विक्की की पासबुक का एक पृष्ठ निम्नानुसार है : 


































निकाली गई। जमा की 
गई राशि 
रु. पे। रू. पै 



















रु. पे 
न तिल 


हा [ [७0७0 [0७00 [| 


5५ प्रति वर्ण व्याज की दर से अप्रैल 993 से दिसंबर 993 की अवधि में अर्जित 
व्याज ज्ञात का 
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॥ अलका की पासबुक का एक पृष्ठ निम्नानुसार है; 


विधि विवरण निकाली गई। जमा की 
राशि 
रु. पै.| रु पै, 


ही __ | [000 


7.].94 8000,.0.. | 3000,00 न 





- अद्यक्षर 








शेष 


सर 






82.24 | वेतन से 80000. |2000.00 


[82.94 | चैक द 
क्र. 0॥7 से | 9000.00 2000.00 


वेतन से 8000.00.. | 20000.00 कं 
(32.5 | वेतन से 8000,.00 | 28000.00 फिलेंश 





2202.95 | चैक 
क्र. 08 से |9000.00 9000,00 


मान 
हा] 


अलका, अन्तिम रूप से 22.06.995 को खाता बंद करती है। ज्ञात कोजिए कि 
अक्तूबर 994 से खाता बंद होने के दिन तक 4.5% प्रति वर्ष से उसे कितना ब्याज 
प्राप्त होगा? 


27000.00 





8000,00 


8000.00 


35000.00 






43000.00 
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5. नन्हे लाल की पासबुक का एक पृष्ठ निम्नलिखित है: 


निकाली गई 
राशि 




















रु, पै. | रु. पै. 
शिलकाप व 7 जाए थे सका] 
हा हि 
हक 
।__खव्छि [७०७ [| 
[| 


वह 0.0.2000 को खाता बंद कर देता है। यदि ब्याज का परिकलन 4% प्रति वर्ष 


की दर से किया जाए, तब ज्ञात कीजिए कि 0.0.2000 को उसे कुल कितनी राशि 
प्राप्त होगी? 
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6. नेहा की पासब्ुक का एक पृष्ठ निम्नलिखित है। पास बुक के इस पृष्ठ से कूछ प्रविष्टियाँ 
लुप्त हो गई हैं। प्रविष्टियों को पूर्ण कीजिए और नेहा के बचत खाते में शेष राशि दशाते 
हुए पृष्ठ को फिर से लिखिए। 


नगद लि 
हर गज 






विवरण 











* 


शेष 
पै 
00 







4,0.2000 







शे 
0 


.2.2000 | स्वयं लुप्त प्रविष्टि ॥ | 500.00 


नगद 


0:2.2000 लुप्त प्रविष्टि | 2000.00 


जमा की 
गई राशि 
रु, पै, | रु. पै.| रु. पै. 
..2000 । पिछला शेष |.  |। 2800.00 
8..2000 | नगद फिाड 2200.00 5000.00 
8.2.2000 | चैक से 2700,00 ५, - . $| 2300.00 

9.5.2000 | नगद 800.00 400.00 


30.06.2000 तक उस के द्वारा अर्जित ब्याज का परिकलन कीजिए, यदि ब्याज कौ दर 
निम्नानुसार समय के साथ परिवर्तित होती हो 

()  0.40.994 से 3.03.2000 तक 4.5% प्रति वर्ष 

(8) 0.04.2000 से आज तक 4% प्रति वर्ष 












निकाली गई 
राशि 
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8. 


9. 


* गणित 


जोगिन्दर के बचत बैंक खाते का एक पृष्ठ निम्नलिखित है। 














शेष आद्यक्षर | ' 
रु, | रु. पे. 


[  थि कर 
लत [७७ 
कर 7 ७ ७७ [_ 
[_ [0 [ 


3।.42.994 तक उस के द्वारा अर्जित ब्याज का परिकलन कीजिए यदि ब्याज की दर 
निम्नानुसार समय के साथ परिवर्तित होती हो 


() 30.09.994 तक 5% प्रति वर्ष 
() ॥.0.994 से 3,03.2000 तक 4,5% प्रति वर्ष 



















ऋचा के बचत बेंक खाते का एक पृष्ठ निम्नलिखित है 















गई राशि 
रु. पै. रू पै, 


; रु, पे. 
पिला ॥ 777 ३ का 
4.7.994 | चैक क्र. 605 |___ [30000 | | 


5% प्रति वर्ष का दर से 3। जुलाई 994 तक अर्जित ब्याज की गणना कीजिएं। 
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0, डेनियल के बैंक खाते का एक पृष्ठ निम्नलिखित है 


तिथि विवरण निकाली गई 
राशि 
रु. 
स्वयं 
















जप्मा की 
गई राशि 





रु. पै. 
2200.00 


तर 


यदि ब्याज की दर 4.5% प्रति वर्ष है, जिसका संयोजन प्रतिवर्ष जून और दिसंबर के 
अंत में होता है, तो पास बुक में जून 997 के अंत में ब्याज की प्रविष्टि कया होगी? 









. गुरमीत के बचत बैंक खाते का एक पृष्ठ निम्नलिखित है 


















निकाली गई। जमा की 
राशि गई राशि 
रु पे पै 


शेष आद्यक्षर 





रु पे 


रु, मि 
[कण [ 
ट 
| 







].7.998 | स्वयं 300.00 
2.8.998 700.00 2500.00 ॥॒ 
2400.00 4900.00 


यदि ब्याज की दर 4.5% प्रति वर्ष है, जिस का संयोजन प्रतिवर्ष दिसंबर के अंत में 
होता है, तो पासबुक में दिसंबर 998 के अंत में ब्याज की प्रविष्टि क्या होगी? 





50 गणित 


।2, अरुण के बचत बैंक खाते का एक पृष्ठ निम्नलिखित है 


तिथि विवरण निकाली गई शेष आद्यक्षर 
गई राशि 
४ | रु. पै, 


राशि 
रु. पै.[ रु पै 
। 
िकिंड 



























॥5,7,993 | नगद 500,00 | _| 300.00 
7.0.993 | नगद 00.00 4200.00 


30.0.993 को उसने खाता बंद कर दिया। यदि ब्याज की दर 5% प्रति वर्ष थी, तो 
ज्ञात कीजिए कि खाता बंद करने पर उसे कितना ब्याज मिला? 





3. संगीता के बचत बैंक खाते का एक पृष्ठ निम्नलिखित है 


निकाली गई। जमा की 
राशि गई राशि 
रु पै। रु, पै 




































रु. पे 
.5.2000 200.00 | | 500.00 किक 
विश 


4.8.2000 | चेक क्र. 588 200.00 . ॥ ० 3300.00 


ब्याज की दर 4% प्रति वर्ष है, जिसका संयोजन प्रतिवर्ष सितंबर के अंत में होता है। 
परिकलन कीजिए कि 0.0.2000 को उसको कितना ब्याज देय होगा और उस तिथि 
में शेष राशि क्‍या होगी? 
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4, मन्‍नू लाल की बचत बैंक खाता पासबुक का एक पृष्ठ निम्नलिखित है 


तिथि | विवरण शेष आधद्यक्षर 
| रू पे. 


9.8,2000 | चैक क्र. 39 ॥00.00 |___ | 400.00 


ञ्न 
24.9.2000 | चैक 
क्र. 5!2 से 8500.00 2900.00 

















जमा की 
गई राशि 


500.00 


29.0.2000 200.00 | _ | 2700.00 
300.00 4000.00 


ब्याज की दर 4% प्रति वर्ष है, जिसका संयोजन प्रति वर्ष दिसम्बर के अंत में होता 
है। दिसम्बर 2000 के अंत में उसके खाते में ब्याज की गणना कीजिए। 






2.4.2000 | नगद 


7.3 सावधि जग! खाता में ब्याज का परिकलन 


सावधि जमा खाते पर ब्याज के परिकलन की प्रक्रिया को हम निम्नलिखित उदाहरणों 
से प्रदर्शित करेंगे 


उदाहरण 9: विलियम बैंक में एक वर्ष के लिये 0000 सावधि जमा खाते मे जमा 
करता है। यदि ब्याज की दर 8.5% प्रति वर्ष है जिसका संयोजन अर्ध-वार्षिक होता 
है, तो विलियम के सावधि राशि जमा का परिपक्वता मूल्य ज्ञात कीजिए। 


हल : मूलधन <- 0000 रू. 
दर, -> 8.5% प्रति वर्ष - 4.25% अर्ध-वार्षिक 
समय -< ] वर्ष - 2 अर्ध-वर्ष 
4.25) 
धन > 0000 +-+ 
मिश्र । ।( कप | 


5 0000 » (.0425) 
5 0868.0625 रु. 
अत; विलियम को देय परिपक्वता मूल्य 0868 रु. है। 
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गणित 


उदाहरण 8: शशि बेंक में 73 दिनों के लिए 50000 रु. का सावधि जमा खाते 
में जमा करता है। यदि ब्याज की दर 6.5% प्रति वर्ष है, तो उस सावधि जमा शज्ि 


की 


हल 


परिवक्‍वता पर कितनी रज्षि प्राप्त होगी? 


: यहाँ ब्याज <« पा 
2 [00 
50000: 653८73 73 
+ [00)500:5565 [73 बिल .. 565 वर्ष 
-< 650 रु. 


इसलिए, सावधि जमा की परिपक्‍्वता पर शशि को 50650 रू, प्राप्त होंगे। 


प्रश्नावली १.2 


. हरभजन बैंक में ८ महीने के लिए 20000 रु, सावधि खाते में जमा करता है। यदि 


ब्याज कौ दर 7% प्रति वर्ष हो तथा ब्याज का संयोजन त्रैमासिक हो, तो परिपक्वता 
पर उसे कितनी राशि प्राप्त होगी? 


निखिल बेंक में | वर्ष 6 माह के लिए 50000 सावधि खाते में जमा करता है। यदि 
ब्याज की दर 8% प्रति वर्ष है, तथा उस का संयोजन अर्ध-वार्षिक हो, तो परिपक्वता 
पर मिलाने वाली राशि ज्ञात कौजिए। 


मूर्ति बैंक में 25 दिव के लिए 730 रु, सावधि खाते में जमा करता है। यदि ब्याज 
की दर 5.25% प्रति वर्ष है, तो परिपक्वता पर उसे कितनी राशि प्राप्त होगी? 


फिलिप बेंक में 2।9 दिन के लिए 40700 5. को सावधि खाते में जमा करता है। यदि 


ब्याज को दर 6.75% वार्षिक हो तो ज्ञात कीजिए कि परिपक्वता पर उसे कितमा ब्याज 
मिलेगा। 


अब्दुल बैंक में 2 वर्षों के लिए 20000 रु, सावधि खाते में जमा करता है। यदि ब्याज 


को दर 8% वार्षिक है, तथा उस संयोजन वार्षिक हो, तो परिपक्वता मूल्य ज्ञात 
'कौजिए। 


गौतम बैंक में 4 वर्षों के लिए 60000 रु, सावधि खाते में जमा करता है। यदि ब्याज 


की दर 8% वार्षिक है, तथा उस का संयोजन वार्षिक हो, तो परिपक्वता मूल्य ज्ञात 
कौजिए। ह 
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अनुराधा बैंक में । वर्ष के लिए 90000 रु. सावधि खाते में जमा करती है। यदि ब्याज 
की दर 8% प्रति “वर्ष है, तो परिपक्वता मूल्य ज्ञात कीजिए। 


सुब्रामनयम बैंक में । दर वर्ष के लिए 20000 रु. सावधि खाते में जमा करता है। यदि 


ब्याज की दर 8% प्रति वर्ष है, तथा उस का संयोजन अर्ध-वार्षिक हो, तो ज्ञात कीजिए 
की परिपक्वता पर उसे कितनी राशि प्राप्त होगी। 


अनुपम बैंक में 3 वर्ष के लिए 0000 रु. सावधि खाते में जमा करता है। यदि ब्याज 
की दर 8% प्रति वर्ष है, तो ज्ञात कीजिए की परिपक्वता के समय उसे कितनी राशि 
देय होगी? 


बैंक में है। ५८ 
. सुभाष बैंक में 2 ठ *र्ष के लिए 50000 रु. सावधि खाते में जमा करता है। यदि 


ब्याज की दर 8% वार्षिक है, तथा उस का संयोजन वार्षिक हो, तो ज्ञात कीजिए कि 
परिपक्वता के समय उसे कितनी राशि प्राप्त होगी? 


अध्याय 8 


रेखाएँ, कोण और * 





अरभुज 


8.] भूमिका 


शब्द 'ज्यामिति!' (8००॥०४९) यूनानी भाषा के दो शब्दों 'जियो' (8०४०) और ' मेट्न ! 
(7//0/) से बना है। 'जियो' का अर्थ है पृथ्वी और 'मेट्रन' का अर्थ है, 'मापना'। 
इस प्रकार ज्यामिति के उद्गम को मानव सभ्यता के विकास के उस काल से जोड़ा 
जा सकता है, जब मनुष्य को सर्वप्रथम अपने भूमि क्षेत्रों को नापने की आवश्यकता 
पंडी थी। सम्भवत: मिम्न के निवासियों ने सर्वप्रथम ज्यामिति का अध्ययन किया था। 
उन की रुचि मुख्यतः क्षेत्रमति की समस्याओं में थी, जेसे त्रिभुजों, आयतों आदि रेखीय 
आक्ृतियों का क्षेत्रफल ज्ञात करना। इस के पश्चात्‌ बेबीलोन निवासियों ने भी 
भिल-भिन रेखीय आकृतियों के क्षेत्रफल ज्ञात करने कौ समस्या का अध्ययन किया 
और कुछ विशेष आकृतियों के क्षेत्रफल ज्ञात करने के सूत्र निर्धारित किये। ये सूत्र 
बेबीलोन निवासियों के पुराने गणित शास्त्र 'रिण्ड पेपिरस!' (शत ९७४) (650 
ईसा पूर्व) में उपलब्ध हैं। मिम्र और बेबीलोन निवासियों, दोनों ने ही, ज्यामिति का 
अधिकांश उपयोग व्यवहारिक कार्यों के लिए ही किया परन्तु उस को एक क्रमबद्ध 
विज्ञान के रूप में विकसित करने के लिए बहुत कम काम किया। 


हड॒पा और भोहनजोदड़ो (दोनों अब पाकिस्तान में हैं) लोथल (गुजरात में) और 
कालौबंगन (राजस्थान में) में हुई खुदाइयों से ज्ञात होता है कि प्राचीन भारत में 2500 
ईसा पूर्व से ।750 ईसा पूर्व की काल अवधि में, एक बड़े क्षेत्र में, विकसित सभ्यता 
फली-फूली। इस क्षेत्र का विस्तार उत्तर में पंजाब और उत्तर प्रदेश और दक्षिण में 
नर्मदा के मुहाने तक था। ये लोग, नगर की योजना बनाने, नावांगन बनाने, सड़कों 
और स्वच्छता संबंधी स्थलों को बनाने में निपुण और वास्तुकला में बहुत कुशल थे। 
इन स्थानों पर पाये गए, मिट्टी के बर्तनों पर ज्यामितीय आकृतियाँ, जैसे प्रतिच्छेदी वृत्त, 
अर्ध गोले आदि भित्तिचित्रों के सदृश्य खुदी हुई पाई गई हैं। इससे स्पष्ट होता है 
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कि उन्हें ज्यामिति का ज्ञान था, यद्यपि ऐसे कोई प्रमाण नहीं है जिन से हमें इस बात 
का पता लग सके कि उनका ज्यामितिय ज्ञान कितना था। 


भारत में वैदिक काल में ज्यामिति का उद्गम वैदिक पूजा के लिए आवश्यक, 
भिन्‍न भिन्‍न प्रकार कि वेदियों और अग्नि-कुण्डों के निर्माण कार्य से हुआ। बेदी बनाने 
में आवश्यक मापन करने के लिए एक रस्सी, जिसे सुल्व कहते थे, का प्रयोग करते 
थे। 800 ईसा पूर्व से 500 ईसा पूर्व तक की रचित युल्व सूत्रों (3008 5748) में 
वैदिक ऋषियों के ज्यामिति के ज्ञान के संबंध में बहुत अधिक सूचनाएँ, हैं। बौद्धायन 
उल्व छूत्र (लगभग 800 ईसा पूर्व) में, जो इन सभी ज्ञात सुल्ब सूत्रों में सबसे पुराना 
है, तथाकथित पाइथागोरस प्रमेय का प्रकथन इस रूप में मिल जाता है कि “किसी 
आयत का विकर्ण स्वयं दोनों (क्षेत्रफलों) को उत्पन्न करता है जो कि इस की दोनों 
भुजाओं के द्वारा उत्पन्न होते हैं। सुल्व-सूत्रों में उल्लेखित रचना-विधियों से पाइथागोरस 
प्रमेथष. की उपपत्ति मिल जाती है। सुल्व-सूत्रों में, भिन्‍न-भिन्‍न प्रकार की रैखिक 
आकृतियों के क्षेत्रफल ज्ञात करने के सूत्र भी हैं। 


भारत के ज्यामिति विदों में, हमें ब्रहमगुप्त (जन्म 598 ई.) का, जिन्होंने चक्रीय 
चतुर्भुज का क्षेत्रफल, उसकी भुजाओं और अर्ध परिमाप के रूप में ज्ञात किया, 
धास्कर ॥ (जन्म ॥4 ई.) का, जिन्होंने पाइथागोरस प्रमेय की उपपत्ति विच्छेदन विधि 
द्वारा दी और आरयभट्ट (जन्म 476 ई.) का, जिन्होंने समद्विबाहु त्रिभुज के क्षेत्रफल 
का तथा पिरैमिड (ए/श्षा४0) के आयतन का परिकलन किया और : का निकट्तम 
सन्निकट मान प्राप्त किया जिन्हें यहाँ उल्लेख कर देना आवश्यक है। 


. ज्यामिति का यह ज्ञान, मिस्र वासियों से यूनानियों तक पहुँचा। ऐसा जान पड़ता 
है कि 'मिलेट्स' नामक एक नगर के व्यापारी थेल्स (640 ईसा पूर्व - 546 ईसा पूर्व) 
ने अपने यौवन काल में बहुत धन एकत्रित कर लिया था और उसके पश्चात्‌ अपना 
समय पर्यटन और अध्ययन में व्यतीत किया। जब वह मिस्र की यात्रा पर था, तो 
उस में ज्यामिति के प्रति रुचि उत्पन्न हो गई। यूनान वापिस आने पर उसने अपने मित्रों 
को ज्यामिति सिखाई। थेल्स के शिष्यों में सबसे प्रसिद्ध शिष्य पराइथायोरस (580 ईसा 
पूर्व - 500 ईसा पूर्व) था। 

यूकिलिड (लगमग 300 ईसा पूर्व) एक अन्य सुप्रसिद्ध यूनानी गणितज्ञ था। इसे 
ज्यामिति का पिता कहा जाता हैं। उसने ज्यामिति के अध्ययन में एक नई विचारधारा 
का शुभारंभ किया। यूक्लिड ने ज्यामिति के तथ्यों को निगमनिक तर्क (१७१ए०१७ 
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7283077६) द्वारा सिद्ध करने की विधि आरंभ की। इस विधि में कुछ स्पष्ट तथ्यों 
को, बिना प्रमाण के, अभिगुल्लीत (70४0॥४०) या स्वयंसिद्ध (६४०॥5) मान लिया जाता 
है और फिर अन्य पूर्व प्रमाणित तथ्यों के आधार पर, प्रत्येक नए तथ्य को सिद्ध किया 
जाता है। यूक्लिड का ज्यामिति पर किया गया. यह विशाल कार्य, 'एलीमेन्टस 
(छाल्मथा&) नामक ग्रंथ के तेरह खंडों में समाहित है। यूक्लिड के पाँचवें अभिगहीत 
का अपना ऐतिहासिक महत्व है। इस का कथन है यदि दो सरल रेखाओं पर एक 
सरल रेखा गिरती है, और इस प्रकार एक ही ओर बने अन्त: कोणों का योय दो 
समकोणों से कम हैँ तब दोनों सरल रेखाएँ यदि अनिश्चित रूप से बढ़ाई जाती हैं, 
वो वे उस ओर मिलती हैं जिय ओर कोणों का योग दो समकोण से कर हे। तत्पश्चात्‌ 
स्काटलैड के एक गणितज्ञ, जान प्लेफ़ेयर ने 729 में इस का पुनर्कथन किया जो 
कि प्लेफ़ेयर का अभिगहीत कहलाता है। इस अभिगृहीत को सिद्ध करने या उसे असत्य 
सिद्ध करने के प्रयत्तों से ही अयूक्लिडी ज्यामितियों का आविष्कार संभव हुआ है। 


8.2 मूलभूत ज्यामितीय धारणाएं 

पिछली कक्षाओं में हमने बिंदु (9०00, रेखा (॥7०), तल (एाक्वा०), एवं कुछ ज्यामितीय 
आकृतियों के संबंध में पढ़ा है। बिंदु, रेखा एवं तल वे तीन आधारभूत संकल्पनाएँ 
हैं जो कि गणितीय संरचना, जिसे ज्याय्रिति कहते हैं, के नींव के पत्थर हैं। हम बिंदु, 
रेखा एवं समतल को अपरिधाणित परढ़ों के रूप में स्वीकार करेंगे। अतः ये अमूर्त 
रूप में हैं। फिर भी, इनका स्थूल भौतिक निरूपण हमें प्राप्त हो सकता है। कागज 
के एक पन्ने पर, बारीक पेंसिल द्वारा बनाया गया निशान, बिंदु से बहुत मिलता है। 
बिन्दुओं को अंग्रेजी वर्णाला के बडे अक्षरों जैसे &, 8, ०,० इत्यादि से दर्शाया 
जाता है। एक तनी हुई डोरी या कागज को मोडने से प्राप्त सरल क्रीजु रेखा खंड 
(5९ शाशा। एप 8 ॥76) से बहुत निकट है। रेखा दोनों छोरों पर अनन्त तक चली गई 
है। इसे अंग्रेजी वर्णाला के एक जोडे बडे अक्षरों से प्रकट करते हैं जैसे /छे, 06 
(० इत्यादि! रेखा को अंग्रेजी वर्णगाला के एक छोटे अक्षर जैसे ॥#, #, 4, इत्यादि 
से भी दर्शाते हैं। किसी चिकनी दीवार की सतह या मेज की ऊपरी सतह तल के 
एक भाग के निकट हैं। समतल सभी दिशाओं में अनन्त तक फैला है। तल को 
तीन असंरेख बिंदुओं के नामों, जैसे 80 का उपयोग करके दर्शाते हैं। तल को एक 
समांतर चतुर्भुज या आयत के शीर्षो के नामों, जेसे &8८)) के द्वारा भी दर्शाया जाता 
है। इसे ग्रीक अक्षरों जैसे ५ ॥,+ इत्यादि से भी प्रकट करते हैं। 
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पिछली कक्षाओं में आपने प्रयोगात्मक कार्य द्वारा कोणों, त्रिभुजों एवं तल की 
ज्यामितीय तथ्यों का अवलोकन किया है। आपने प्रयोगों द्वारा जो. कुछ जान है उनमें 
से कुछ तथ्यों का महत्व समझंनों बांछनीय है। सर्वप्रथम तो आप को यह बताना 
आवश्यक है कि आपको इन संभी तथ्यों की जानकारी क्‍यों होनी चाहिए। उदाहरण 
के लिए, आप में से जो. इंजीनियर, तकनीकज्ञ (6०णागंटंक्षा) एवं वैज्ञानिक बनेंगे, थे 
अनुभव करेंगे कि उनके लिए यह सभी ज्ञान केवल उपयोगी ही नहीं अपितु 
कभी-कभी अपरिहार्य होगा। दूसरी बात समझने की यह है कि अभी तक आपने कुछ 
तथ्यों को केवल आकृति बनाकर और भुजाओं, कोणों आदि को मापकर ही रखा है। 
निश्चित ही, हम इस प्रकार सदैव आगे नहीं बढ़ सकते, क्योंकि नबीन परिणामों को 
सत्यापित करना तथा उन सब को याद रखना कठिन होगा। इस के विपरीत, हमारा. 
कार्य सरल हो जाएगा, यदि केवल कुछ मूलभूत तथ्यों को सत्य मानकर, हम अन्य... 
तथ्यों को उन से तकसंगत विवेचना (0८ ॥०४७४०४॥९) द्वार सिद्ध करना सीख लें।. 
उन मूलभूत तथ्यों को, जिन्हें बिना प्रमाण सत्य मान लेते है, 'अभिगहीतर” (षणा॥9) 
कहते हैं। कई बार अभिगृहीत अंतर्ज्ञन द्वारा स्पष्ट होते हैं। एक गुणधर्ष अथवा 
परिणाम को तभी सत्य मान लेंगे जब इन अभिगृहीतों पर आधारित तर्क॑संगत विवेचन 
से हम उसका निगमन कर सकें। इंस प्रक्रिया को “'गुणधर्मो या परिणामों का सिंद्ध 
करना' कहते हैं और इस प्रकार सिद्ध किए गए परिणामों को “प्रबेद” कहते हैं। अब 
हम चाहते हैं कि कुछ प्रमेयों की औपचारिक उपपत्ति दी जाए, जिससे उशवत्तियों के 
भिन्‍न प्रकार जैसे कि प्रत्यक्ष उप्रप्ति, अंतर्विशिष्ष द्वार उप्रणति, निशेषा (छतापपाज्रंण) 
द्वारा उपपत्ति को स्पष्टत: समझा जा सके। शेष परिणामों या प्रमेयों को बिबा उपर्पत्त 
के स्वीकार कर लेंगे (यद्यपि उनकी तर्कसंगत उपपत्ति दी जा सकती है)। किसी 
परिणाम की औपचारिक उपपत्ति में निम्न तथ्य समाहित होते हैं: ह 


(0). प्ररिकल्पना (0/900०४9) या दी हुई सूचनाएँ (प्रतिबंध) 


(४) जिस परिणाम को सिद्ध करना है, उसका प्रकथन, सामान्यतः: इसे "सिद्ध . 
करना है शीर्षक के अंतर्गत लिखा जाता है।. 


(॥) रचना (०णाआपटणा) यदि कोई हो, एवं 


(५) (प्रकथनों के पक्ष में) प्रकथनों और कारणों का चरणशः तर्कसंगत क्रम जब 
तक कि इच्छित परिणाम (जिसका उपरोक्त (7) में उल्लेख है) प्राप्त न हो। 
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8.3 बिंदु एवं रेखाएँ. 


एक समतल में कोई भी दो भिन्‍न बिंदु & और 8 लें। यह सुगमता से सत्यापित 
किया जा सकता है कि समतल में अनन्त रेखाएँ खींची जा सकती हैं, जिनमें से प्रत्येक 
बिंदु & से होकर जाती है। इसी प्रकार यह सत्यापित किया जा सकता है कि समतल 
में अनंत रेखाएँ खींची जा सकती है, जिनमें से प्रत्येक बिंदु छ से होकर जाती है। 
(आकृति 8.) 





आकृत्ति 8. 


& से होकर जाने वाली कितनी रेखाएँ 8 से भी होकर जाती हैं? केवल एक अर्थात्‌ 
रेखा »8 है। 8 से होकर जाने वाली कितनी रेखाएँ & से भी होकर जाती हैं? केवल 
एक, अर्थात्‌ रेखा ४8 है अतः हमने निम्न निष्कर्ष प्राप्त किया हैः 
गुणधर्म 8.] : यदि किसी बल में दो धिन्‍न बिंदु दिए हों, तो एक और केवल एक 
ही रेखा होती है जो दोनों बिंदुओं को आविष्ट करती है। विकल्पत: हम कह सकते 
हैं कि तल के दो पिन बिंदु एक अद्वितीय रेखा को निर्धारित करते हैं। 
ध्यान दीजिए कि केवल इस गुणधर्म के कारण हम रेखा का नाम » (रेखा »8 पढ़ें) 
रख सके हैं। 
यदि हम समतल में तीन या उससे अधिक बिंदु लें, तो स्थिति क्‍या होगी? 
केवल दो संभावनाएँ हो सकती हैं: 

(।) सभी बिंदु एक ही रेखा 'पर स्थित हैं या 

(2) प्रभी बिंदु एक ही रेखा पर स्थित नहीं हैं। 
प्रथम स्थिति में बिंदुओं को संरेख बिंदु (०णा॥॥०४/7णा।5) कहते हैं व द्वितीय स्थिति 
में बिंदुओं को अर्सरेख बिंदु (707-00[076 47 0०98) कहते हैं। 
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यह स्पष्ट है कि संरेख या असंरेख बिंदुओं की चर्चा केबल तभी अर्थपूर्ण हो 
सकती है जबकि बिंदुओं की संख्या दो से अधिक हो। 


अब हम एक तल में स्थित दो भिन्‍न रेखाओं &8 और (7 पर विचार करते 
हैं। इन रेखाओं के कितने उभयनिष्ठ बिंदु हो सकते हैं? हम देखते हैं कि इन रेखाओं 
कायातो 


0) एक उभयनिष्ठ बिंदु हो सकता है (आकृति 8.20)) या 
() कोई भी बिंदु उभयनिष्ठ नहीं हो सकता है। (आकृति 8.200)) 
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आकृत्ति 8.2 
स्थिति 0) में रेखाओं को ग्रतिच्छेदी रेखाएँ कहते हैं जबकि स्थिति (॥) में वे 
अप्रतिच्छेदी रेखाएँ कहलाती हैं। याद कीजिए कि एक तल की दो अप्रतिच्छेदी रेखाओं 
को समांतर रेखाएँ” कहते हैं। 


उपरोक्त के आधार पर हम निम्नलिखित परिणाम पर ध्यान दें: 


गुणधर्म 8.2 : किसी कल में दो धघिन्‍ रेखाओं को एक से अधिक उभवनिष्ठ बिंदु 
नहीं हो सकते। 


रिप्पणी : उपरोक्त परिणाम सुगमता से सिद्द हो सकता है। दो रेखाओं के उभयनिष्ठ 
बिंदुओं के रूप में हम दो बिंदुओं, मान लो ॥&५, पर विचार करें और तत्पश्चात्‌ 
एक अंतर्विरोध प्राप्त करें। 


अब हम एक प्रश्न करते हैं: मान लीजिए एक रेखा / और एक ऐसा बिंदु ? दिया 
हुआ है जो रेखा । पर नहीं है, तो क्‍या ऐसी रेखा खींचना सम्भव है जो ? से 
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होकर जाये और / के समांतर हो? यदि हाँ, तो ऐसी कितनी रेखाएँ खींच सकते हैं? 
अपने अनुभव से हम इसका उत्तर जानते हैं कि एक ऐसी रेखा है जो ? से होकर 
जाती है और / के समांतर है। यह भी कि केवल एक ही ऐसी रेखा है जो 9? से 
होकर जाती है और । के समांतर है। इस तथ्य को तर्कसंगत रूप से सिद्ध करना 
संभव नहीं है। फिर भी उचित रचना करके हम निम्नलिखित परिणाम प्राप्त करते हैं; 


गुणघ धर्म 8.3 : गंदे एक रेखा और एक बिंदु जो रेखा पर न दिए हों, तो एक और 
एक ऐसी रेखा होती है जो दिए हुए बिंदु से होकर जाए एवं दी हुई रेखा 

के समातर हो। ह 

... इस कथन को स्काटलैंड के गणितज्ञ, जान प्लेफेयर, ने एक अन्य रूप में प्रस्तुत 

किया था, उसे प्लेफेयर अभिगृहीत (797४ #53४०7) कहते हैं, जो इस प्रकार है; 
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आकृति 8.3 


रेखाएँ, कोण और त्रिभुज 6। 


दो ग्रतिच्छिती रेखाएँ एक ही रेखा को समातर नहीं हो सकतीं : 


अब हम एक तल में दो से अधिक भिन्न रेखाओं के संबंध में सोचें। चार संभावनाएँ 
हों सकती हें 


(!) कोई भी दो रेखाएँ परस्पर प्रतिच्छेद नहीं करती हैं। (आकृति 8.30)) 
(2) कुछ रेखाएँ प्रतिच्छेद करती हैं (आकृति 8.30) . 


(3) प्रत्येक रेखा युग्म प्रतिच्छेदी है किंतु भिन्‍न रेखायुग्मों के प्रतिच्छेद बिंदु भिन्‍न 
भिन्‍न हैं, अर्थात रेखाएँ एक ही बिंदु से होकर नहीं जातीं (आकृति 8.30॥)) 


(4) प्रत्येक रेखा युग्म प्रतिच्छेदी है एवं सभी प्रतिच्छेद बिंदु संपाती होते हैं, 
अर्थात सभी रेखाएँ एक ही बिंदु से होकर जाती हैं। (आकृति 8.30५)) 
इस स्थिति में रेखाएँ संगामी (0०॥०प्राशा गरा85) कहलाती हैं। ! 


यह ध्यान रहे कि संगामी या असंगामी (007- ९०00९7ए2॥) रेखाओं की चर्चा केवल 
तभी अर्थपूर्ण हो सकती है जबकि रेखाओं की संख्या दो से अधिक हो। 


8.4 रेखा का भाग 


याद कीजिए कि रेखा के उस भाग को, जिस के दो अन्त बिंदु हैं, रेखाखण्ड कहते 
हैं, और रेखा के उस भाग को जिसका एक ही अन्त बिंदु है, किरण (8५) कहते 
हैं। रेखाखण्ड #8 को »8 से दर्शाते हैं एवं उसकी लंबाई को ४8 से दशति हैं। 
किरण «8 (अर्थात & से 8 की ओर) को /»ए से दशति हैं एवं किरण ४५ (अर्थात 
8 से & की ओर) को छह से दशते हैं। फिर भी, इस पुस्तक में हम इन प्रतीकों 
का उपयोग नहीं करेंगे और रेखाख़ण्ड #8, किरण #&8 लंबाई ४8 व रेखा ४8 सभी 
को एक ही प्रतीक ७8 से दशयिंगे। संदर्भ से ही अर्थ स्पष्ट हो जाएगा। स्पष्टत: 
किरण 8७ के लिए हम प्रतीक 8४ का उपयोग करेंगे। रेखा # पर तीन बिंदुओं 
&, 3 एवं ८ पर, आकृत्ति 8.4 के अनुसार विचार कीजिए। 


मल भा भा ााााााा।"एभआा|णणा:॥।।। 
(४ डर छे 


आकृति 8.4 
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ध्यान दीजिए कि ४8 और «८ विपरीत किरणें हैं। कल्पना कीजिए कि किरण ४8 
और किरण «0 से बिंदु & को हटा दिया गया। (आकृति 8.5) शेष भागों में से 


५722७ -७«७४७४७-७छऋछक 5६ क्र 
हे & 


आकृति 8.5 


प्रत्येक को अर्ध-रेखा (॥॥॥-॥7०) कहते हैं। हम कहते हैं कि बिंदु & रेखा ऋ को 
तीन भागों में विभाजित करता है, जिनके नाम हैं (।) अर्थ-रेखा &8, (2) अर्ध-रेखा 
80 और (3) स्वयं बिल्‍ु »। ध्यान दीजिए कि अर्ध-रेखा ४8 और किरण ०४ में 
केवल यह अंतर है कि बिंदु & क्रिरण ४8 में समाहित होता है, परंतु यह 
अर्ध-रेखा ४8 में समाहित नहीं होता। बिंदु & के अपवर्जन को हम उसको एक वृत्त 
से घेरकर दशा हैं। 


$.5 रेखा और तल 


किसी तल ०७ में हम रेखा ऋ पर विचार करें। ध्यान दीजिए कि दिया हुआ तल तीन 
भागों ॥॥ एवं रेखा # में विभाजित हो गया है। (आकृति 8.6) ॥ और ॥ में से प्रत्येक 
भाग को (जो कि # के विपरीत ओर स्थित हैं) एक अर्ध-तल (#था-./०) कहते 
हैं। इस प्रकार रेखा तल को तीन भागों में बाँट देती है - दोनों 
अर्ध-तल एवं स्वयं रेखा #। रेखा # को बिन्दुंकित खींचा गया है जो यह प्रकट 
करता है कि रेखा ॥# किसी भी अर्ध-समतल में आविष्ट नहीं हे। 





आकृति 8.७ 


8.6 बिंदु पर बने कोण 


हमने पिछली कक्षाओं में कोणों के संबंध में पढ़ा है। याद कीजिए कि कोण वह 
आकृति है जो कि उभयनिष्ठ प्रारंभिक बिन्दु वाली दो किरणों से निर्मित है। उभयनिष्ठ 


रेखाएँ, कोण और त्रिभुज 863 


प्रारंभिक बिंदु को शीर्ष” एवं जिन किरणों से कोण निर्मित है, उन्हें कोण की भुजाएँ 
(5) कहते हैं। 


अत: आकृति 8.70) में, 0 शीर्ष है, तथा 08 व 08 को 2४08 (या ८80५) 
की भुजाएँ कहते हैं। ध्यान दीजिए कि आकृति के बिन्दुंकित भाग को 2»08 का 
अभ्यंतर (॥ल्‍घ७॥0०0 कहते हैं। कोण एवं उसके अभ्यंतर को मिलाकर कोणीय क्षेत्र 
(धाहए४/ 68/0०) बनता है। यह भी याद कीजिए कि यदि दो रेखाखण्ड 0७ और 
08 दिए हैं, जिनका एंक्‌. उभयनिष्ठ अंत्य बिंदु 0 है, तब हम कहते हैं कि ये दो 
रेखाखण्ड एक कोण <«08 (या <800) को निर्धारित करते हैं (आकृति 8.70) 


रन ह 2 





() (0) 
आकृति 8.7 

याद कीजिए कि 80" माप वाले कोण को सरल कोण (&श्रंह्ठा॥ भाह्ठा०)) तथा 90 
माप वाले कोण को समकोण (नहा॥ शाह्टा)) कहते हैं। ऐसे कोण को, जिस का माप 
0 से अधिक तथा 90" से कम हो, न्यून कोण कहते हैं। उस कोण को जिसका 
माप 90" से अधिक किन्तु 80" से कम हो, अधिक कोण कहते हैं। यदि दो कोणों 
के मापों का योगफल 80" हो तो उन्हें सम्प्रक कोण (5पएफ़ञॉध्राश7 क्रा8/6४) कहते 
है तथा यदि दो कोणों के मापों का योगफल 90 हो, तो उन्हें पूरक कोण 
(0०07ए0॥शा।५ भा888) कहते हैं। 


अत; 50" एवं 30" के कोण सम्पूरक हैं, जबकि 50" एवं 40" के कोण पूरक हें। 
अब हम आकृति 8.8 को देखते हैं। ध्यान दीजिए कि «00 एवं «800 में 
6) उनका एक ही शीर्ष बिंदु 0 है, 
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() उनकी एक उभयनिष्ठ भुजा 0८ है एवं 
(9) उनके अभ्यंतर अनतिव्यापी (॥8णा- ०एथथ्णणञाष्ट) 
हैं। 
इस प्रकार के कोणों को आसन कोण (09००7 धाह्रा०७) 
कहते हैं। इस पर भी यहाँ ध्यान दें कि 





“/(00+ “(08 5 ८७५08 


आकृति 8.8 
अब हम एक रेखा ४8 लेते हैं और उस पर एक बिंदु 0 चिंहित करते हैं। 0 से 
एक किरण 00८ खींचिए जैसा कि आकृति 8.8 में दर्शाया गया है। स्पष्टतः .»00 
और “800८ आसनन्‍न कोण हैं, जिनकी उभयनिष्ठ भुजा 00 है। उनकी अन्य भुजाओं 
0& और 098 के संबंध में आप क्‍या कह सकते हैं? ध्यान दीजिए कि बे विपरीत 
किरणें हैं। दो आसन्‍न कोणों को, जिनकी भिन्‍न भुजाएँ दो विपरीत किरणें दी हों, 
रैखिक युग्म (58 एथ0 कहते हैं। 


अतः आकृति 8.9 के 2४0८ और “802८ रैखिक युग्म बनाते हैं। प्रोट्रेक्टर की 
सहायता से <«&00 और »300 नापिए एवं उनका योग ज्ञात कीजिए। एक रेखा 
खींचकर 


आल 
हर 0 छि 


आकृति 8,9 


उसके एक बिंदु पर किरण बनाने की प्रक्रिया की हम' पुनरावृति कर सकते हैं। प्रत्येक 
बार हमें प्राप्त होगा कि इस प्रकार बने दोनों आसन्‍्न कोणों का योग 80" है (मापन 


में यथार्थता की कमी के कारण गौण अंतर पर ध्यान न दें) अतः हम निम्नलिखित 
परिणाम प्राप्त करते हैं: 


गुणधर्म 8,4 ; यदि एक किरण का सिरे, किसी रेखा पर स्थित हो, तो इस प्रकार 


बने दो आसन कोणों का योग /80” होता है या रैखिक युग्म बनाने वाले कोणों का 
योग 780" होता है। । 


रेखाएँ, कोण और त्रिभुज 765 


अब हम भिन्‍न मापों के दो आसन्‍्न कोण &00 और ४80८ बनाते हैं जैसा कि आकृति 
8.0 0), (0), (9), एवं 6४) में दर्शाया गया है। अब हम एक रूलर लेते हैं और 
जाँच करते हैं कि इन आकृतियों में बिंदु &0 और 8 एक ही रेखा पर स्थित हैं 

कि नहीं अर्थात्‌ 0& एवं 08 विपरीत किरणें हैं कि नहीं। " 





की 3 मिल 50? 
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आकृति 8,0 


हम देखते हैं कि (7) और 09) में (उन स्थितियों में जहाँ आसन्‍न कोणों का योग 
80" है) बिंदु &,0 और छ एक ही रेखा पर स्थित हैं, तथा इसीलिए विपरीत किरणें 
0» और 098 बनाते हैं। दूसरी स्थितियों में यह सत्य नहीं है। इसलिए हम 
निम्नलिखित परिणाम पर ध्यान दें, जो कि पिछले परिणाम का विलोम है। 
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गुणधर्म 8.5 :. कदि ढों आय कोणों का ग्रोय ॥800 हो, तो उनकी उभवनिष्ठ धुजा 
को छोड़कर अन्य धुजाएँ विपरीत किरणें होती हैं। 


स्पष्टतः गुणधर्म 8.4 अपने बिलोम (अर्थात्‌ गुणधर्म 8.5) सहित रैखिक दुस्य अभिगुहीतत 
कहलाता है। 


टिप्पणी : चूँकि दो संपूरक कोणों का योग 80' होता है, अत: रैखिक युग्म 
अभिगृहीत का कथन विकल्पतः इस प्रकार भी दे सकते हैं: 


दो आसन कोण एक रैखिका युर्म होते हैं. यदि और केवल यदि वे साम्प्रक कोण 
ह्मों। 

अब हम दो प्रतिच्छेदी रेखाूँ ७83 और (० जिनका, प्रतिच्छेद बिंदु 0 है (आकृति 
8.70) और (8)) याद कीजिए कि ८४00 एवं “3070 शसीर्षाभिदुख कोण 


(५०४५ णए०ज० थाह०७) हैं। इसी प्रकार 280) और 800 भी शीर्षाभिमुख 
कोण हैं। 





() 


आकृति 8,] 


यदि आकृति 8.0) में, 2४00< 40" हो तो क्‍या आप “«&009 और 2800 को 
ज्ञात कर सकते है? क्‍या वे समान हैं? इसी प्रकार यदि आकृति 8.0) में 
“80८ < 60" हो तो क्या आप «00 एवं ८800 को ज्ञात. कर सकते हैं? क्‍या 
वे समान हैं? हम देख सकते हैं कि 0) में 2४0) >> ८5800 - 40" एवं 
60) में 2४00- “800 < 20" अतः प्रत्येक स्थिति में कोण समान हैं। 
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अब हम दो पतली छड़ 8 एवं (0० लेते हैं तथा आकृति 8.2 के अनुसार 
0 पर कील ठोक देते हैं। अब हम स्टिक 88 को बिंदु 0 के परितः घुमाते हैं, 
जब तक 08,007 के अनुस्थित न हो जाए। क्‍या 08 भी 02८ के अनुस्थित हो 
जाता है? हाँ, वह होता है। 2७0०८ और «८800 के संबंध में हम क्‍या धारणा 
बना सकते हैं? यही न कि ये दोनों कोण समान हैं। यह इस तथ्य का परिणाम है 
कि 08 से 00 तक के घूर्णन का परिमाण वही है जो कि 08 से 00 तक के 
घृर्ण का है। अत: ८2800 < 2७०८ 





आकृति 8.2 


उपरोक्त क्रिया के आधार पर हम निम्नलिखित परिणाम प्राप्त करते हैं; 
गुणधर्म 8.6 : यदि दो रेखाएँ परस्पर प्रतिछेद करें, तो शीर्षाधियुख कोण समान होते 
है। 
अब हम कुछ उदाहरणों द्वार उपरोक्त गुणधर्मों को प्रदर्शित करते हैं। 
उदाहरण ॥: आकृति 8.3 में, ४८8 एक रेखा हे 
200७ - 5५ और “70८85 4 
» का मान ज्ञात कीजिए। 


हल ; हमें ज्ञात है कि 2७०) + 28९०0 ४ 80 
(रैखिक युग्म अभिगृहीत) 


55% + 45 ८ 807९ 





| "0 
या, रद सच 200 


० 
आकृति 8.3 


68 . ' गणित 
उदाहरण 2: दिया है कि 2ए02-50 और 2007-25 + 0',. का मान ज्ञात 
कीजिए जिससे कि 700 एक रेखा बने। (आकृति 8.!4) 

हल ; 700 एक रेखा होगी यदि 2007 + 27072 - 800 (रैखिक युग्म अभिगृहीत) 
अर्थात्‌ 20 + 0" + 30 ८ 80० 

अर्थात्‌. %< 700 


या्‌ ६ क 347 
उदाहरण 3: आकृति 8.5 में दो ह है! छ_ 
वा बिंदु कल 5440 7 विलिड लव 
एँ 70 और 7$ बिंदु 0 पर ४४0७0 ४४: हे 
प्रतिच्छेद करती हैं। यदि <7?08+- 50", : आकृति #.4 
तो <00$, “2?0$ एवं “2007२ ज्ञात कीजिए। 
हल : हमें ज्ञात है कि । 
स््ज | 
८707 < ८2008 (शीर्षाभिमुख कोण) २२० नल 
. ८0०08 « 50" (क्योंकि 2ए07- 50" दिया है) जज कि 9) 
अब “९05 > 80.-50" (रैखिक युग्म अभिगृहीत).. 7? 
ग्र्न "जज 
ड्ड 307 ला डे. 
* आकृति 8.5 
“008 - “?0$ > 30" (शीर्षभिमुख कोण) 
अतः. ८008- 50", <?0$5 ।30" एवं <2007२< 300 
प्रश्नावली 8.] 


।, आकृति 8.6 में, 700 एक रेखा है, 
“70१ - 45 और “200४ - 2ऋ तो 
» का मान ज्ञात कीजिए। 





आकृति 8,6 
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2. आकृति 8.7 में, 0५ और 08 विपरीत किरणें हैं। 


(6) यदि <802- 75 तो “४00 ज्ञात कीजिए। 
(0) यदि <800< 0", “802 ज्ञात कीजिए। 








ऑलन-गशिलानिननालीना-- जज धकी वि ल+ रण <। ही | अलिअल निभा आल डी कलललला ता कुन्‍ज >न्‍फ 
ह छ 
आकृति 8,॥7 
3. आकृति 8.88 में, “70२ और <00ए एक 
रैखिक युग्म बनाते हैं। यदि ८-४- 80० तो 
८ और #& के मान ज्ञात कीजिए। 
ता लफन्नन 
ही 0 
आफृति 8,8 
4, आकृति 8.9 में, ७, & से एक समकोण के 
एक-तिहाई भाग से बड़ा हो, तो ४ एवं 6 
के मान ज्ञात कीजिए। 
अमल मन वन अनशभगताणाएए।।# 


आकृति 8.9 


“हे: आकृति 8.20 में, 
यदि 600 + 28070 - 700, 
तो “009 ज्ञात कीजिए। 





आकृति 8.20 


70 गणित 
नं 
6. आकृति 8.2। में » का मान ज्ञात कौजिए। 
8 
रु 
मत ला (» को 


7, यदि किरण 00 रेखा ४8 पर इस 
प्रकार स्थित हो कि 2#&00- 2380८ 
(आकृति 8.22), तो दर्शाईए कि 
८400 5 90 


8. आकृति 8.23 में, यदि 00 2800 को तथा 
00, <»00 को समद्विभाजित करती हों, 
तो दशईये कि “700 एक समकोण है। 


9. किरण 08, ८»08 को समद्विभाजित करती 
है और किरण 07, 08 के विपरीत है। 


(आकृति 8.24) दिखाइए कि «708 < 
<708& 


६-0 नीली भिन्न तन लत जज ललित +भि नल न नलनन तनपलतनलकभ-न» मनन 
िः 


के 54 
हर / न्‍ 
ही 2 
हा 
7. अल आल अब आम कील 22 कलम 
शैि है 


आकृति 8,१॥ 
पु 
0 | 
आकृति 8.22 
है 
ँ (ः 
ड 


(४ ज्यों 2 


बननजन>हलन-+3 
छि 


आकृति 8.23 


आकृति 8.24 
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0. किरणों 0७, 08, 00, 00 और 08 का 


2. 


3, 


एक सर्वनिष्ठ अन्त बिन्दु 0 है। (आकृति 
8.25) दर्शाईये कि «&»08 + ८280८ + 
2000 + ८008 + ८800 < 360४ 


(संकेत : किरण 08 के विपरीत एक 
किरण 07? खींचिए) 


, यदि >#४00 और >»«08 समकोण हों 


(आकृति 8.26), तो दर्शाइए कि 800 एक 
रेखा है। 


आकृति 8.27 में 00, ४४00८ को 
समद्विभाजित करती है, 00, 2800 को 
समद्विभाजित करती है, और 07॥00॥ 
दशईये कि बिंदु ॥, 0,8 संरेख हें। 


आकृति 8.28 में » के किस मान द्वारा 
&08 एक रेखा बनेगी यदि <»&00+< 4५४ 
और “800 -> 6:+ 30" हो? 





7। 





आकृति 8४.25 


0 गा 


आकृति 8.26 


॥६] | न 
आकृति 8.28 
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4. 


हज 
प्ग् 


. त्तो » का मान ज्ञात कौजिए। 


, आकृति 8.30 में रेखाएँ 9 एवं + 


अ|45", तो %८ और # ज्ञात कीजिए। 


. आकृति 8.3। में, ४8, 00 और 90 तीन 





गणित 
आकृति 8.29 में, 2«०४ और / 
2700 एक रैखिक युग्म बनाते हैं, हे श्र 
“508 > 2700 - 90" एवं 
ष्ए 24 
2000 - ८700 - 2७08 5 30९ न 
|; 8. हि 
0)... 4708, 2008 और <7008के 6 की 
माप ज्ञात कीजिए। बता चलता - हनी ट्ट एल 


(0) आकृति के सभी समकोणों के नाम लिखिए। आकृति 8.29 

(0) तीन आसनन पूरक कोणों के युग्मों के नाम लिखिए। 

0९) तीन पूरक कोणों के युग्मों के नाम लिखिए जो (0) में सम्मिलित न हों। 
(४, तीन आसन्न कोणों के युग्मों के नाम लिखिए। 

(भ) तीन आसनन्‍न सम्पूरक कोणों के युग्मों के नाम लिखिए। 

(श) तीन सम्पूरक कोणों के युग्मों के नाम लिखिए जो (७) में सम्मिलित न हों। 


0 पर प्रतिच्छेद करती हैं। यदि 


रेखाएँ हैं, जो कि 0 पर संगामी हैं। यदि 
८५07-59, 2000 -29 और “2800-5), 





आकृति 8.3 
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[7. आकृति 8.32 में, तीन रेखाएँ », और # 
बिंदु 0 पर संगामी हैं। यदि 4-50" और 
४-90" हों तो ००,० एवं / ज्ञात कीजिए। 





8. आकृति 8.33 में, 8४ और (५ दो ग्रतिच्छेदी शक: 3 
रेखाएँ हैं। 00 और 00 क्रमशः: 25809 है स 
और <«0८ के समद्विभाजक हैं। दशईये... ४० कष्ट ६.0 7 
कि 07 और 00 विपरीत किएणें हैं। बला )ह 

आर्कृ ञ 
क्षति 8.38 


छठ 


, दो परस्पर प्रतिच्छेद रेखाओं से बने चार कोणों में से एक समंकोण है। दर्शाइये कि. अन्य 
तीन कोण भी समकोण होंगे। 


20, तीन संगामी रेखाएँ ४8, 0७, और एए बिंदु 0 से होकर इस प्रकार जाती हैं कि 08, 
“809 को समद्विभाजित करती है। यदि 80-35", तो 2800 और «09 ज्ञात 
कीजिए। 


निम्नलिखित कथनों में से कौन सत्य () हैं और कौन असत्य (०)?. कारण दीजिए। 

60). रैखिक युग्म बनाने वाले कोण सम्पूरक होते हैं। 

(). यदि दो आसनन्‍न कोण समान हैं, तब प्रत्येक कोण 90" का है। 

(॥) रैखिक युग्म बनाने वाले दोनों कोण न्‍्यून कोण हो सकते हैं। 

6०) किसी तल में दो भिन्‍न रेखाओं के दो उभयनिष्ठ बिंदु हो सकते हैं। 

(यदि रैखिक युग्म बनाने वाले कोण समान हों, तो इन में से प्रत्येक कोण 90? 
का है। ह 

(श) यदि दो रेखाएँ प्रतिच्छेद करती हैं और यदि शीर्षाभिमुख कोणों का एक युग्म न्यून 
कोणों से बना है, तब शीर्षभिमुख कोणों का दूसरां युग्ग अधिक कोणों द्वारा 
बनेगा। ह 

(५) यदि दो -रेखाएँ प्रतिच्छेद करती हैं. और इस प्रकार निर्मित कोणों में से एक 
समकोण है, तब अन्य तीन कोण समकोण नहीं होंगे। 


2. 


क्नन+ 


]74 


गणित 


22. रिक्त स्थानों की पूर्ति इस प्रकार कौजिए निम्नलिखित कथन सत्य हों: 


() 
0) 


(॥) 


(५) 
(५) 

(शं) 
(५) 


(४४) 


एक तल में दो भिन्‍न बिंदु एक .............. रेखा को निर्धारित करते हैं। 
किसी तल में दो भिन्‍न ............... के एक से अधिक उभयनिष्ठ बिंदु नहीं 
हो सकते। 

यदि एक रेखा दी हो और एक बिंदु दिया हो, जो रेखा पर न हो, तो एक और 
केवल ............... ऐसी रेखा होती है जो उस बिंदु से होकर जाए एवं दी 
हुई रेखा के .............. हो। 

एक रेखा तल को ............... भागों में बाँट देती है, जिनके नाम हैं दोनों 
कह है 04000 %६ एवं स्व ,,............ | 

यदि रैखिक युग्म का एक कोण न्यून है, तब दूसरा ............... कोण 
होगा। 


यदि एक किरण एक रेखा पर स्थित है, तब इस प्रकार निर्मित दो आसन्‍्न कोणों 
की योग. ६७६५४४,४ ४४ होगा। 


यदि दो आसन कोणों का योग ॥80" हो, तो उन की ............... भुजाएँ 
विपरीत किरणें होती हैं। 

यदि दो रेखाएँ प्रतिज्छेद करती हैं, तो शीर्षाभिमुख कोण ............... होते 
हैं। 


8.7 दो रेखाओं के साथ तिर्यक रेखा द्वारा बनाए गए कोण 


याद कीजिए कि यदि एक रेखा दो या दो से अधिक रेखाओं को भिन्न-भिन्न बिन्दुओं 
पर प्रतिच्छेद करे, तो उसे उन दी हुई रेखाओं की तिर्यक रेखा (शाउए०४थ) कहते हैं। 








(0) () 
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(6) 


आकृति 8.३॥ 


उदाहरण के लिए, आकृति 8.34 (0) से 09५) में, स्थिति 6) में » एक तिर्यक्‌ रेखा 
है क्‍योंकि वह दो रेखाओं ऋ और # को दो बिंदुओं ?एवं 0 पर प्रतिच्छेद करती 
है और स्थिति (9) में » एक तिर्यक्‌ रेखा है क्‍योंकि वह तीन रेखाओं ऋ,# और 
/ को तीन बिंदुओं ए,0 एवं ॥२ पर प्रतिच्छेद करती है, लेकिन स्थिति (0) में » एक 
तिर्यक्‌ रेखा नहीं है क्‍योंकि वह तीन रेखाओं #,# और » को केवल दो बिंदुओं 
? और 0 पर प्रतिच्छेद करती है। इसी प्रकार स्थिति (५) में #» एक तिर्यक्‌ रेखा 
नहीं है क्योंकि वह दो रेखाओं # और # को केवल एक बिंदु ? पर प्रतिच्छेद करती 
है। 


अब हम आकृति 8.35 पर ध्यान दें जिस में &8 और (9 दो रेखाएँ हैं और 
उन्हें एक तिर्यक्‌ रेखा [५ बिन्दुओं 7 एवं 0 पर प्रतिच्छेद करती है। यहाँ आठ कोण 
बन रहे हैं: चार कोण बिन्दु ? पर और चार कोण बिन्दु 0। याद कीजिए कि आकृति 
में इन कोणों की अपनी स्थितियों को देखते हुए इन में से कुछ कोणों के निम्नलिखित 
युग्म बनाए जा सकते हें: 


(७) संगत कोणों के युस्म 
6) <८। और 5 
() ८2 और «6 
(४) ८4 और 8 
6९) ८3 और «7 


76 ! '. _गणित्त 


(0) एकॉतर अन्तःकोणों के युग्म 
0) ८3 और «5 
(४) ८2 और 8 


(०) तिर्यक्‌ रेखा के एक ही ओर के अन्तःकोणों 
के युग्म 





0) ८४2 और 5 
(0) <3 और 8 


आकृति 8.35 
टिप्पणी :।. इस पुस्तक के विचार विमर्श में हम 'एकांतर अन्तःकोण' के स्थान पर 
'एकांतर कोण' लिखेंगे। 


2, कभी-कभी 'तिर्यक्‌ रेखा के एक ही ओर के अन्तःकोणों' को 'क्रमागत 
अन्तःकोण” भी लिखा जाता है। 
सामान्यत: इन कोण युग्मों के कोणों के बीच कोई संबंध नहीं होता है। परन्तु, यदि 
रेखाएँ समांतर हों, तो प्रत्येक युग्म के कोणों के बीच बड़े ही उपयोगी संबंध होते 
हैं। याद कीजिए कि पिछली कक्षाओं में प्रयोगों द्वार हमने निम्नलिखित परिणामों की 
सत्यता को देखा है : 
यदि एक तिर्यक्‌ रेखा, दो समांतर रेखाओं को प्रतिच्छेद करती है तो 
0) प्रत्येक युग्म के संगत कोण बराबर होते हें। 
(0) प्रत्येक युग्म के एकांतर कोण बराबर होते हैं। 
(0) तिर्यक्‌ रेखा के एक ही और के प्रत्येक युग्म के अन्तःकोण सम्पूरक होते 
हैं। | 
कया हम उपरोक्त प्रकथनों में से प्रत्येक को सिद्ध कर सकते हैं? नहीं, हमें इन 


प्रकथनों में से कम से कम एक को उपपत्ति के बिना सत्य स्वीकारना होगा। अतः 
हम निम्न परिणाम को उपपत्ति के बिना सत्य मानते हैं : 


गुणधर्म 8.7 यदि एक तिर्यक रेखा दो समांतर रेखाओं को ग्रतिच्छेद करे, तो प्रत्येक 
युग्म के संगत कौण समान होते हैं और विलोमतः: यदि एक तिर्यक्‌ रेखा दो रेखाओं 


रेखाएँ, कोण और त्रिभुज 8 
को इस प्रकार ग्रतिच्छेद करें कि एक युग्म को संगत कोण समान हों, तो रेखाएँ समांतर 
होती हैं। इस परिणाम को संगत कोण अभियहीत कहते हैं। दो समांतर रेखाएँ एवं 
तिर्यक रेखा खींचकर प्रायोगिक कार्य द्वारा इस परिणाम की सत्यता को सत्यापित किया 
जा सकता है, जैसा कि पिछली कक्षाओं में किया था। विलोम की सत्यता को 
निम्नलिखित रूप से सत्यापित किया जा सकता है। 


१ श 
छ 

कल नि अल मम 
8 





आफृति 8.36 


हम एक रेखा 77 खींचते हैं उस पर बिंदुओं ॥॥ एवं 7 चिन्ह बनाते हैं (आकृति 
8.36) ४ और 7 पर दो परस्पर बराबर कोण छ/8 एवं ४९०) आकृति के अनुसार 


बनायें। छ/8 और 77 को भुजा एछए के दूसरी ओर बढ़ाइये, जिससे कि रेखाएँ 48 
ओर (0० बन जायें। । 


हम देखते हैं कि दोनों रेखाएँ परस्पर प्रतिच्छेद नहीं करतीं और इसलिए वे समांतर 
हैं। इस प्रकार हमें विलोम प्राप्त हो गया कि यदि एक तिर्यक रेखा दो रेखाओं को 
इस प्रकार प्रतिच्छेद करती है कि एक युग्म को संगत कोण समान हैं, तब रेखाएँ 
समान्तर होती है। अब हम समान्तर रेखाओं और उनकी तिर्यक्‌ रेखा से संबंधित अन्य 
परिणाम सिद्ध कर सकते हैं। 


प्रसेय 8.। : यदि एक तिर्यक रेखा दो समाँतर रेखाओं को प्रतिच्छेत करती है, तो 
प्रत्येक युग्म को एकांतर कोण समान होते हैं। 


दिया है : &8॥00 तिर्यक रेखा ॥ &8 को ? पर और (9) को 0 पर इस 
प्रकार काटती है कि एकांतर कोणों के दो युग्म बनते हैं : 2, 22 और 3, 24 
(आकृति 8.37) 
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आकृति ४.37 


सिद्ध करना है : ८5८2 और ८3« <4 

उपपत्ति : ८2525 ट(शीर्षाभिमुख कोण) 

और. 2-25 (संगत कोण) 
<] «८2 

क्योंकि किरण 70 रेखा ४8 पर स्थित है 
“]+ “45 80' (रैखिक युग्म) 

इसी प्रकार “2+ <3< 80" (रैखिक युग्म) 
<] + ८4 < ८2 + ८३3 

परंतु 25 2 (ऊपर () में सिद्ध किया है) 
८3 <« <4 

अतः 2>22 और 23-24. 


प्रभेथ 8.2 : यदि एक हतिर्यक' रेखा दो समांतर रेखाओं को प्रतिच्छेत करती है, तो 
विर्यक्‌ रेखा के एक ओर के प्रत्येक अन्त: कोणों के बुग्म संप्रक होते हैं। 


दिया है : &8॥(८० तिर्यक रेखा + रेखा ४8 को 9 पर और रेखा ८0 को 0 
पर इस प्रकार प्रतिच्छेद करती है कि तिर्यक रेखा के एक ओर अन्तः कोणों के दो 
युग्म बनते हैं: 2, 22 और 23, 24 (आकृति 8.38) 


रेखा, कोण और त्रिभुज ]79 


स्‍/ 
| 

2 | ) लि 
८ कि फ.- 

हि ८! 0 मिल, 
र ए | 8. 

| 
दि] 


!! [ ४; 2+ ८2-80" और 
23+ 24 800 
“पर्व : किरण 60 रेखा । पर स्थित है 


. ८2+<“5 » 80" (रैखिक युग्म) 
और <] 5 “5 (संगत कोण) 
 2]+८2 5 800 , . : ह () 


अब किरण 70 रेखा «8 पर स्थित है ह 
, ८।+८3 5 80" एरैखिक युग्म) . . . (2) . 
और किरण 70 रेखा 00 पर स्थित है 
, ८2+24 - [80" (रैखिक युग्म) . . . (8) 
(2) और (3) को जोड़ने पर 

2]+ <2+ ८3 + 24 5 3600 
परंतु 2+ 22 -<80" (ऊपर () में सिद्ध किया है) 

८3+ 245 360" - 800 > 807 
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अत; 2]+ “/2580 और «३ + 24 - 360" 


प्रमेय 8] और 8.2 में से प्रत्येक का वबिलोम निम्न, प्रकार से सत्यापित किया जा 
सकता है : 


हम एक रेखा ॥# खींचते हैं और उस पर | एवं 7? बिंदुओं के चिन्ह बिनाते हैं 
(आकृति 8.38) ४ एबं 7पर दो परस्पर समान कोण 807 और (एश बनायें 
जैसा कि आकृति में दर्शाया गया है। छ/ और (८7 को आगे बढ़ाइये जिससे कि 
क्रमशः 88 और (9 रेखाएँ बन जाये। हम देखते हैं कि थे दो रेखाएँ परस्पर मिलती 
नहीं हैं, अत: वे समातर हैं। 


दर 


7 
भरा छ 
का 
ँ>लन+ हि लत >>न- लग नाधनललक 2 लिनि नल लक तन न धन लगी +8८का मनन न का बकरे नमक सा १ 
हर न ॥3007 8] 
न नर 
हक 4 .../ 30 ("3 ५- न >वतन पनलसानतननपन नल +५ ५ ५७५५३५०५4३७3५००-५ “5-3 


हे 





आकाति ४.३५ 


अतः हमें प्रमेय 8. का आकांक्षित विलोम प्राप्त हो गया यत; 


गुणधर्ग 8.8 : यदि एक तिर्यक रेखा दो रेखाओं को इस प्रकार प्रतिच्छेद करे कि 
एक बृग्म के एकॉत्र कोण समान हों, वो वे रेखाएँ समांतर - होती हैं। 


हम एक रेखा छा? खींचते हैं और उस पर / एवं 7 बिंदुओं के निशान बनाते हैं 
(आकृति 8.40) ४ एवं 7 पर दो परस्पर संपूरकः कोण 9]/7 और 87 बनायें 
जैसा कि आकृति में दर्शाया गया है। 90 और एछ7 को आगे बढ़ाइये जिससे कि 
क्रमशः 00 और ४७ रेखाएँ बन जायें। हम पुनः देखते हैं कि वे दो रेखाएँ परस्पर 
मिलती नहीं है, इसलिए वे समांतंर हें। 


रेखाएँ, कोण और त्रिभुज गे 





! 
“६ 
( 9 
हट |] 
दा छ 


आकृदि 8.३ 


इस प्रकार हमें प्रमेथ 8.2 का विलोम प्राप्त हो गया। यत: 

गुणक्षर्ण 8.0 : यदि एक तिर्यक रेखा दो रेखाओं को इस प्रकार उ्रतिच्छेट करे कि 
तिर्यक्‌ रेखा के एक ही ओर के अंत: कोरणणों का एक युग्म सम्पूरका हो, तो वे रेखाएँ 
समातर होती हैं। 


8.8 एक ही रेखा के सर्मातर मो रेस 


अभी तक हम दो समांतर रेखाओं और एक तिर्यक्‌ रेखा के संबंध में विचार कर 
रहे थे। एक ही रेखा के समांतर दो रेखाओं के संबंध में हम कया कह सकते हैं? 
मान लो एक ही रेखा » के समांतर दो रेखाएँ > और ६ हैं। एक तिर्यक रेखा 
/ खींचिए (आकृति 8,]4) | 





आकृति 8,३॥ 


प्रोट्रेक्टर का केंद्र 0 पर स्थित कर हम सरलता से देख सकते हैं कि संगत कोण 
! और 2 समान हैं, और इसलिए संगत कोण अभिगृहीत से 9 एवं 4 रेखाएँ समातर 
हैं। इस प्रकार हमें निम्नलिखित परिणाम दृष्टिगोचर होता है. : 
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(जम 9,0 5 एक ही रेखा के संग्रांतर खींची गई दो रेखाएँ परस्पर समोतर होती हैं। 


यह ध्यान रखा जाए 'कि उपरोकत परिणाम तर्कस्ंगत विवेचना द्वारा सरलता से सिद्ध 
किया जा सकता है। आइए कुछ उदाहरणों से इन परिणामों की उपयोगिता को प्रदर्शित 
करें। 






* हा 
प्री 
दाहरण 4: आकृति 8.42 में तिर्यक्‌ रेखा । 
| दो रेखाओं #& और # को प्रतिच्छेद / 
करती है, 24० 00 और «7 75" प 20 
2०५ ्बरस ५७० “०4० ९ - वार भ्टपक-+४ एड वा ायतर 7 
कया #॥॥ हें? 3//४ 
। ४ 25-27 (शर्षिभिमुख कोण) 
<5<065" (क्योंकि 7>65" दिया है) 
<4+ ८5% ]07 + 657 ७ [757 मम /8 ९; कण टी है 
क्योंकि 24 और 25 तिर्यक्‌ रेखा # है 
के एक ही और के अन्त: कोण हैं और ग 


५, हे 


उनका योगफल [80" नहीं है (अर्थात्‌ बे 
सम्पूरक नहीं हैं) इसलिए, #% एवं # 
समांतर नहीं हैं। 


हक हुए 
हु 


आकृधि 8. 


की 
<ण 5: आकृति 8.43 में 4 और # की # एक तिर्यक्‌ 
रेखा है। (॥/ और 2-85" तो <6 एवं “7 ज्ञात कीजिए। 


एस ४ <5 23 (शीर्षाभिमुख कोण) | ा | 





5 9 जा 3 (| 
२ 4 
“3 «85 (<95" दिया है) ... अत 
अब ८3+ ८6 80/ | 
(तिर्यक्‌ रेखा के एक ही ओर के अन्तः कोण) | 
7 | 
>> ]9(॥0 _०६० .- ०५० 3 मनन 5 तन (6 हल पट टि जल एटलत लग टिक 
26 + 80 -850 <85 है शाप # 


तथा ४3 « ८7 (संगत कोण) 


४7 > 850 





इस प्रकार 6-95" और 7 > 85० आकृति 8.43 
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शहशण ७ आकृति 8.44 में, &8॥00 और के 
80॥४809 है। प्विद्ध कीजिए कि 2७80 <« कछ हा 


छल : 88॥ 00 (दिया है) हे! | 
, 2८080 «७ <8(% (एकांतर कोण)........... (!) । 
तथा 80॥४0 (दिया है) ह 
28८४ - <ग)छ (संगत कोण)............ (2) ही 
. (])) और (2) से हमे प्राप्त होता है कि सा, 
“680 < <।77)7 गाए 2.2" | 
7हशण 7: ४४ और ८७ दो समातर रेखाएँ हैं और ० उनके बीच में एक बिंदु 
है, जैसा कि आकृति 8.45 में दर्शाया गया है। सिद्ध कीजिये कि «87 + “(07 
+ 27978 


ह्लः एसे ४8 के समांतर रेखा कर ४४“ हक नल +] है स्कर 

खींचिए। अब ४॥ ४8 (रचना से) / 

.. <«87 - “५ए४8 (एकातर कोण) ............ (). / 
अब (५)॥ «७8 (दिया है) एड कक एकल आम 2 3-8 ज कील पं 
और ए७॥ «४ (रचना से) व 


अरकट-जह हैं. 4 3९ ८हाएछ ६ अका अभ>क -० है "फमराज ५२/००॥कावात/क गज कान ७० ७घजअत ना टीका का का... हक 


५ शश॥८०0 (एक ही रेखा के समातर ० | 
रेखाएँ. परस्पर समातर होती हैं) जाति हा... 


“(007 - 2५० (एकांतर कोण) ............... (2) 

(3) और (2) का योग करने पर, हमें प्राप्त होता है 

2#कए + 2007 5 2जए३ + 2शण) - 2078 
उदाहइश्ण 8: सिद्ध कीजिए कि दो रेखाएँ, जो एक ही रेखा पर लंब हों, परस्पर 
समातर होती हैं।. 


हल : माना रेखाएँ #,#,» ऐसी हैं कि #%॥# 
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और #+ (आकृति 8.46)। हमें सिद्ध करना है 
कि # ॥ # अब %% इसलिए, 2590९ 

., इसी प्रकार, #/79 <2-90" अर्थात्‌ | 
2।< ८2 परंतु ये तिर्यक्‌ रेखा # द्वारा रेखाओं 
४ और # पर बनाये गए संगत कोण हैं। 


. ॥||# 


गणित 


न कमनसााक लत वन हह शीत एज बन - 5» ब+- हमन्‍५ कमी! 


आकृधि ४8.७ 


उदाहश्ण 9: सिद्ध कीजिए कि दीं रेखाएँ, जो दो प्रतिच्छेदी रेखाओं के क्रमश: समांतर 


हैं, परस्पर प्रतिच्छेद करती हैं। 


हल $ गीना रेखाएँ 70, # |? और धर ऐसी हैं कि 7४ ||, 


पर प्रतिच्छेद करती हैं (आकृति 8.47)। 


४4 तथा » एवं4 बिंदु ? 


हमें सिद्ध करना है कि # और # को परस्पर माना किसी बिंदु पर प्रतिच्छेद करना 


चाहिए। 

माना कि # और # परस्पर प्रतिच्छेदी नहीं हैं। 
अर्थात्‌ #|# 
अब, हमें ज्ञात है » |# (दिया है) 


(।) 


, /|# (एक ही रेखा के समातर रेखाएँ समातर होती हें) (2) 


', अब 4| (दिया है) 
और 9॥# ((2) से) 


इस प्रकार बिंदु ? से हमें दो प्रतिच्छेदी रेखाएँ & और 
0 प्राप्त होती हैं, जो कि » के समातर हैं यह 


प्लेफेयर अभिगृहीत का विरोधी है। अतः हमारी 


कल्पना कि % और # परस्पर प्रतिच्छेद नहीं करती हैं 
असत्य है। इसलिए # और %& को परस्पर प्रतिच्छेद 
करना चाहिए। 


॥क्ति 8.47 


््िप्पणी ; इस प्रकार की उपपत्ति को अंतर्विरोध या विरोधाभास द्वारा उपपत्ति कहते हैं। 
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आ्जापली 5.7 

3. आकृति 8.48 में रेखाओं # और # की हे 
/ 
तिर्यकय रेखा » है। ८2- [20' और /ै 


हि 
25-60" है। सिद्ध करो कि # | | ८ 
ऑन +न्‍नन पर 56) के अतपननन नानक गा 


॥कशि 8,8॥ 
2. आकृति 8.49 में, 4||# तथा # इन दोनों की 
तिर्यक रेखा है। यदि »! और <2,3:2 के 
अनुपात में हैं, तो शेष कोण ज्ञात कीजिए। 
के ५ 


22 
कद वर ० मेल आ८७-५-२३७०३३४०.-२००८५०३००७॥५। फ 7/ ५-२ # ५१७१५ पार 2 ॥जम+ह->.ड, बनता कै ए०ममगक 9 


3. आकृति 8.50 में, 2७४80 < 65+, 
<3८४8- 30" 42005% - 35" और 
“(+%7« 45" है। सिद्ध कीजिए 
कि ४8 | 
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आकृति 8.50 
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आकृति 8.5 में, रेखाओं # और # की 
तिर्यक्‌ रेखा » है। यदि .2।-60" और 
2 

“2<« एक समकोण का हे तो सिद्ध 


कौजिए कि #॥|# है। 


5. आकृति 8.52 में, ४] और 2५ यदि 
“।<75" तो सिद्ध कौजिए 


] 
“2 « 2! + एक समकोण का पर है। 


6. आकृति 8.53 में, रेखाओं के कान से युग्म 


समांतर हैं? कारण दीजिए। 


खै 


4 


अं 


री 


८ 


ह 


और 
/ ग 











गणित 


लत 


/75% 
४ बज । (८ 


है >रू# २७ ५ ० 


जआफकाति ४.5, 


2 38५ ५5, ५ 
(2/ 
कै 
५, 
रे 
४॥ 
तक] 
| 
ढ़ 
॥।' 
न ४५ | 


भ्ज के वी 
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7. आकृति 8.54 में, यदि ४5» और ८-४ तो, 
सिद्ध कीजिए # | 


8. यदि »,#व # ऐसी तीन रेखाएँ हैं कि 
॥2 | # और #_॥ ग; तो सिद्ध कीजिए कि 


॥ _.7 


9, आकृति 8.55 में ॥# दो समातर रेखाओं 
४8 और ८० की तिर्यक्‌ रेखा है। 6५ 
और प्रा, क्रमश: संगत कोणों 558 और 
छप्त0 के कोण समद्विभाजक हैं। सिद्ध 
कीजिए 60५||प्ता, 


(रजत ; पहले सिद्ध कीजिए 8098 + <४0प0) 


0. यदि दो समातर रेखाएँ एक तिर्यक्‌ रेखा के 
द्वारा प्रतिच्छेदित की ज्ञाती हैं, तो सिद्ध 
कीजिए कि कोई भी दो एकंतर कोणों के 
कोण समद्धिभाजक समांतर होंगे। 


।. आकृति 8.56 में, एकांतर कोणों &6प और 
एप्त० के कोण समद्विभाजक क्रमश: 6५ 
और प्रा, परस्पर समोतर हैं। सिद्ध कीजिए 
कि ४8 |०0 





पंचोत ; सिद्ध कीजिए कि <&0प्त - 209प0) 


आकृति 8.56 
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!2. यदि दो रेखाओं को एक तिर्यक्‌ रेखा इस प्रकार प्रतिच्छेदित करे, कि संगत कोणों के 


(3 


एक युग्म के कोण समद्विभाजक समातर हो तो सिद्ध कीजिए कि दोनों रेखाएँ समान्तर 
हैं। 


. एक तिर्यक्‌ रेखा, दी गई दो रेखाओं को इस प्रकार प्रतिच्छेदित करती है कि तिर्यक्‌ 
रेखा के एक ही ओर के अंतः कोण समान हैं। कया यह हमेशा सत्य है कि दी गई 
रेखाएँ समातर हैं? यदि नहीं, तो वह प्रतिबन्ध बताइए जिसके अंतर्गत वे रेखाएँ समातर 
होंगी। 


मि 89 
4. आकृति 8.57 में <«80 की भुजाएँ 8& है 
और ४80, ८98 की भुजाओं छा0 और 
के कमश: समांतर हैं। सिद्ध कीजिए कि 
“6830 - .2)0579 छ ८. आह ॥आ 5 लत 
(संकेत : मान.'लो 50,98८ से किसी बिंदु 
? पर मिलती है) 
. 
छ 220):.25 हलचल ने न्फ़ै 
आकृति 8.57 
5, आकृति 8.58 में, ८७8८ 7 री महक 
की भुजाएँ छ& और 8८ ५ 
कोण 79फछ् की भुजाओं छ0 
और एके क्रमशः समोतर पा 
हैं। सिद्ध कीजिए कि हा ०5 





(' ध्् 0 
<#830+ <0/02285< 80 आकृति 8.58 


टिप्पणी ; उपरोक्त प्रश्नों (4॥ और 5 को मिलाकर पुनर्कथन किया जा सकता है, यथा - 


वि दो को्णों में, एक की थुजाएँ दक्वरें कोण की थ्ुजाओं के क्रमश: समोतर हों. तो वे 
दोनों कोण या तो समान हैं या सम्पूरक/ 


6, सिद्ध कीजिए कि दो रेखाएँ जो दो समातर रेखाओं पर क्रमश: लंब है, परस्पर समोतर 


होंगी। 


!7, सिद्ध कौजिए कि किसी दिये हुए बिंदु से .दी गई रेखा पर केवल एक लंब खींचा जा 


सकता है। (संकेत : गिरोधाभास द्वारा उपपत्ति दीजिए।) 
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8. सिद्ध कीजिए कि दो रेखाएँ, जो दो प्रतिच्छेदी छ 
रेखाओं पर क्रमंश: लंब हैं, परस्पर प्रतिच्छेद हम मी की कप ८2८2: 5/८ 2४८ 
करती हैं। “* 
9. आकृति 8.59 में, दो समतल दर्पण ऋ और 
# एक दूसरे के समातर हैं। दर्शाइये कि 
आपत्ित किरण (॥0/0०॥(789) 0» परशवर्तित तिलक अिक बे 
किरण (ली००७९०१ 79५) 80 के समोतर है। 





ह आकृति 8.59 ॒ 
(संकेत : & और 9 से दोनो समतल दर्पणों पर लंब (अभिलंब) खींचिए। याद कौजिए 
कि आपतन का कोण, परावर्ती को कोण के बराबर होता है) 


20. निम्नलिखित प्रकथनों में से कौन से सत्य () हैं और कौन से असंत्य (7) हैं? कारण 
दीजिए 


60) यदि दो रेखाएँ एक तिर्यक रेखा के द्वारा प्रंतिच्छेदित होती है, तब संगत कोण 
बराबर होते हें। 


(४) यदि दो समांतर रेखाएँ एक तिर्यक रेखा के द्वारा प्रतिच्छेदित होंती हों, तों एकांतर 
कोण बराबर होते हैं। 


(#) दो रेखाएँ, जो कि एक ही रेखा पर लंब है, परस्पर लंब होती हैं। 
6५) दो रेखाएँ, जो कि एक ही रेखा के समातर हैं, परस्पर समातर होती हैं। 


(४) यदि एक तिर्यक रेखा दो समातर रेखाओं को प्रतिच्छेद करती है, तो तिर्यक रेखा 
के एक ओर के अन्त: कोण समान होते हैं। 


2. रिक्त स्थानों की पूर्त्ति इस प्रकार कौजिए कि निम्नलिखित कथन सत्य हों: 
60) यदि, एक तिर्यक रेखा दो समातर रेखाओं को प्रंतिच्छेद करे, तो प्रत्येक युग्म के 


संगत कोण ,...................... . होते हैं। 

() यदि एक तिर्यक रेखा दो समातर रेखाओं को प्रतिच्छेद करती है, तो तिर्यक रेखा 
के एक ओर के अन्त: कोण ,.............. होते हैं। 

(0) दो रेखाएँ, जो कि एक ही रेखा पर लंब हैं, परस्पर ............. होती हैं। 


0५) यदि, एक तिर्यक रेखा एक रेखायुग्म को इस प्रकार प्रतिच्छेद करे, कि एक युग्म 
के एकातर कोण समान हों, तो वे रेखाएँ ................... होती हैं। 
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(९) एक ही रेखा के समोतर खींची गई दो रेखाएँ परस्पर ............... होती हैं। 


(भ) यदि एक तिर्यक रेखा दो रेखाओं को इस प्रकार प्रतिच्छेद करे, कि तिर्यक 
रेखा के एक ही ओर के अन्तः कोणों का योगफल 80' हो, तो वे रेखाँ 
8 मर >« होती हैं। 


8.9 त्रिभुज के कोणों का योगफल 


रेखाओं और कोणों का अध्ययन करने के पश्चात्‌ अब हम एक समंतल में स्थित ऐसी 
(ज्यामितीय) आकृतियों पर विचार करेंगे जो दो से अधिक रेखाओं द्वारा बनी हो। इन 
में त्रिभुज (॥थ्वाह।०) सब से सरल आकृति है (आकृति 8.60) जो तीन रेखाओं से 
बनी है। हु 


0 0... 


आकृति 8.७0 
आप ने पिछली कक्षाओं में त्रिभुजों के संबंध में अध्ययन किया ही है। याद कीजिए 
कि त्रिभुज #80 के छः अबयबव हैं, अर्थात्‌ तीन कोण «७80 (या 28), <#08 
(या 20) और “880 (या 2&) और तीन भुजाएँ &8,80 ओर ८%। त्रिभुजों करा 
वर्गीकरण या तो उनकी भुजाओं के आधार पर या उनके कोणों के आधार पर 
निम्मलिखित रूप से कर सकते हैं : 
#) भुजाओं के आधार पर 
0) ऐसे त्रिभुज को, जिसकी कोई भी दो भुजाएँ बराबर न हों, विषमबाहु 
... ($०8४०॥०) त्रिभुज कहते हैं। 
(0) ऐसे त्रिभुज को, जिसकी दो भुजाएँ बराबर हों, समद्विबाहु ((8$080०४४) 
त्रिभुज कहते हैं। 
(ग) ऐसे त्रिभुज को, जिसकी तीनों भुजाएँ बराबर हों, समबाहु (८एणी॥०॥) 
त्रिभुज कहते हें। 


32. 


रेखाएँ, कोण और त्रिभुज । ॥9। 


0) कोणों के आधार पर 
(0) ऐसे त्रिभुज को, जिसका प्रत्येक कोण न्‍्यून होण हो, न्यून कोण त्रिभुज 


कहते हैं। | 

(0) ऐसे त्रिभुज को, जिसका एक कोण समकोण हो, समकोण त्रिधुज कहते 
हैं। 

(४) ऐसे त्रिभुज को, जिसका एक कोण “अधिक कोण' हो, अधिक कोण 
त्रिभुज कहते हैं। 


पिछली कक्षाओं में हम ने एक त्रिभुज के कोणों और भुजाओं के संबंध में बहुत से 
गुणधर्मो (परिणामों) का अध्ययन प्रयोगात्मक कार्य द्वारा किया है। क्‍या आपको एक 
त्रिभुज के कोणों से संबंधित गुणधर्म याद हैं? यथा एक त्रिभुज के कोणों का योगफल 
80" है। यहाँ हम इस महत्वपूर्ण गुणधर्म का निगमन तर्क संगत विवेचना से करेंगे। 
इस गुणधर्म का महत्व उसकी इस निश्चित घोषणा में निहित है कि एक त्रिभुज के 
तीनों कोणों को स्वेच्छ रूप से नहीं लिया जा सकता क्योंकि यदि किसी त्रिभुज के 
दो कोण दिए गये हैं तो तीसरा अपने आप निश्चित हो जाता है। अब हम इस 
परिणाम को सिद्ध करते हैं। 


प्रमेथ 8.3 ; त्रिथुज के तीनों कोणों का बग्रोगफल 780" होता है। 

दिया एक त्रिभुज #8८ जिसके तीन कोण है 

<#, 28 और «८ (आकृति 8.6]) - हज “ "गा + ० 
सिद्ध करना है : 20+ ८3+ 20< 80" 


वना : बिन्दु & से 80 के समातर रेखा 
08 खींचिए, जिससे कि दशयि गए कोण 
06098 एवं 5७८ बन जायें। ; 





छे 

उपपत्ति : 08|8८ और ४8 एक तिर्यक्‌ रेखा है।... आकृति 8.6 

'. ८8« 20/8 (एकांतर कोण) (0) 
इसी प्रकार “2०« 27/८ (एकांतर कोण) (2) 


“. ४8+ ८0 - 2088 +८28४८ (0) और (2) का योग करने पर) 


92 गणित 


४. ८४#&+४8+ ८0५८७ +2068 + ८22०८ [दोनों पक्षों में /« योग करने पर) 
परंतु 2«+ 20298 + 2740- 80" (रैखिक युग्म अभिगृहीत से) 


*. ८8+ ८8 + ८0० 800 | 

विकल्पतः हम निम्न रूप से परिणाम 8 

सिद्ध कर सकते हैं; है. ; 

दिया है : एक त़िभुज ४8९ ० यु 

जिसके त्तीन कोण हैं «४, 28 १0७ 

और 0 (आकृति 8.62) हे ि डक जल रे ४ 
सिद्ध करना है ४ “#+ ८3+ “0 - ]807 आकृति 8,8४2 


रचना : भुजा 80को बढ़ाकर किरण (बना दीजिए। ० से ७७ के समातर किरण 
(& खींचिए, इससे दर्शाए गए कोण ८४0८8 और ए0० बनेंगे। 


उपपत्ति : ४७|० और ४८ एक तिर्यक्‌ रेखा है। 
. ८0 5 ८0०8 (एकांतर कोण) ......... () 
इसी प्रकार, ८8 < 28079 (संगत कोण) .............. (2) 
(।) और (2) का योग करने पर, हमें प्राप्त होता है 
-८0+ ८3- ८0028+ 280७ 
. ८0+८४+ ८० 5 ८४0४8 + ८800 + “८ [दोनों पक्षों मे «0 योग करने पर) 
किंतु 2008 + ८820) + 20 < 80" (रैंखिक युग्म अभिगृहित) 
" ८<ै»2+ ८४9+ ८८ 580 


याद कीजिए कि जब हम किसी त्रिभुज की एक भुजा बढ़ा देते हैं हमें त्रिभुज का 
एक बहिष्कोण प्राप्त होता हैं। आकृति 8.62 में, 80 को बढ़ाने से हमें 2७8८ 
का बहिष्कोण &(० प्राप्त हुआ। अपनी पिछली कक्षाओं से यह भी याद कीजिए कि 
त्रिभुज के एक ब्रहिष्कोण के संगत दो सुदूर अंतःकोण या अंत: अभिमुख कोण होते 
हैं। उदाहरण के लिए आकृति 8.62 में 2४8८० के बहिष्कोण 2) के संगत 2» 
और ८8 दो अंत अभिमुख कोणै हैं। अपनी पिछली कक्षाओं में हमने प्रयोगात्मक 
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रूप से सत्यापित किया है कि त्रिभुज का एक बहिष्कोण दो अंतः अभिमुख कोणों 
के योग के तुल्य होता है। आकृति 8.62 को समाहित करने वाली उपपत्ति में इस 
परिणाम का तर्कसंगत सत्य देखा जा सकता है, जहाँ हमने दर्शाया है कि »+ 28 - 
८20०४ + ८700 और इसलिए, ४ + “8- 2&0८) उपरोक्त को ध्यान में रखकर हम 
निम्न परिणाम का अबलोकन करें। 


भुणधर्म 8.4) : यदि किसी त्रिथुज की एक थुजा बढ़ाई जाए वो इस प्रकार बना 
बहिष्कोण दो अन्त: अभिमुख कोणों के योगफल को बराबर होता है। 


टिणणी ; ], इस परिणाम को कभी-कभी बहिष्कोण प्रमेय कहते हैं। 


2. इस परिणाम से यह स्पष्ट है कि एक बहिष्कोण दोनों अंतः अधिमुख 
कोणों में से प्रत्येक से सदैव बड़ा होता है। 


इन परिणामों की उपयोगिता प्रदर्शित करने हेतु अब हम कुछ उदाहरण देते हें। 


उ्ाष्रण 0 : एक त्रिभुज के दो कोण समान हैं और तीसरा कोण उनमें से प्रत्येक 
से 30 अधिक है। त्रिभुज के सभी कोण ज्ञात कीजिए। 


हल : माना दो समान कोणों में से प्रत्येक « है। 
तीसरा कोण -४+ 30" 
अब, ४+>+<+30"- 80" (किसी त्रिभुज के तीनों कोणों का योगफल) 
या, 35 5 50" है 
या, ४८500 
अत; त्रिभुज के कोण हैं : 50", 50? और (50"+ 30% 
अर्थात्‌, 50", 500 और 80० हैं। ह 


उदाहरण ॥॥; सिद्ध कीजिए कि किसी चतुर्भुज के चारों कोणों का योगफंल 360" 
होता है। ह 


है : हमें एक 'चतुर्भुज &8८0 दिया है (आकृति 8.63) । 
हमें सिद्ध करना है कि 
2# + ८3 + ८0 + 20 < 360" 
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8 और 7 को मिलाइए जिससे कि दो (4-2) 5 आप 

त्रिभुज ७80 और छ09 प्राप्त हों। ५ 4 । 

अब, ८880 + 2687) + “808 - 800 / ' पु | 
(&«870 के कोणों का योगफल)........ () हि हा ! 

और, «(८80 + ८2800 + “2098 < 807 पक घ । 
(58०० के कोणों करा योगफल)........ (2) जी | 

(0) और (2) का योग करने पर, हमें प्राप्त होता है ति 8४ 

28»0 + 2७४87 + 280५ + 2080 + 2800 + 2008 5 80" + 807 

या, ८840 + (2७87 + 2287) + 2800 + (८ट078 +.2802) - 360" 

या,... 28७० + 2080 +2800 + 2004 5360" 


अर्थात्‌. ८0 + ८8 +८०+ 20 - 360 | 

उदाहरण 2: सिद्ध कीजिए कि किसी पंचभुज (था४४०) के (अंत:) कोणों का 

योगफल 540" होता है। 

हल ; हमें एक पंचभुज ४980८708 (आकृति 8.64) दिया है। हमें सिद्ध करना है कि 
८0 + ८8 +८0+ 20 +८8 5 5400 9 


# को ८! से और & को 7 से मिलाइए, 4 2 
जिससे कि हमें तीन (5-2) त्रिभुज प्राप्त हों। पल | 
. अब, <2840+८४४९+ ८80५ <80' हे ७ 

(७४80० के कोणों का योगफल) (॥) 


20०40 +८७९०) + ८७00 < 80 
(४५0० के कोणों का योगफल) (2) 





और ८5870 +<2005 + ८208& - 807 
(8४0४8 के कोणों का योगफल) (3) आकृति 8.64 


(), (2) और (3) का योग करने पर, हमें प्राप्त होता हैं 
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28800 + <2283(+ ८80५७ + ८(40 + ८26&(५7० + “४72८ + 
८7250 +४७7075 + ८088 5 5407 

या (८2840 + ८९400 + <2287)) + ८४8९ + (>:8(९5 + ८/७(7)) + 
(८#&700 + ८४708) + ८7086 ८ 5407 


अर्थात्‌ <#& + ८8 + ८0+ “70 + <8 - 5407 


टिप्पणी : , उदाहरण ] में, हमने एक चतुर्भुज (अर्थात्‌ 4 भुजाओं वाले बहुभुज) 
को दो (4-2) त्रिभुजों में विभाजित किया है और कोणों का योगफल 360" अर्थात्‌ 
(2» 4-4) समकोण प्राप्त किया। उदाहरण 2 में, हमने एक पंचभुज (अर्थात्‌ 5 
भुजाओं वाले बहुभुज) को तीन (5-2) त्रिभुजों में विभाजित किया है और योगफल 
540 अर्थात्‌ (2 » 5-4) समकोण प्राप्त किया। उसी प्रकार # भुजाओं वाले बहुभुज 
को (#-2) त्रिभुजों में विभाजित कर, हम उसके सभी कोणों का योगफल (2#- 4) 
समकोण प्राप्त कर सकते हैं। अत: हम व्यापक रूप में कह सकते हैं कि # भुजाओं 
वाले बहुभुज के सभी कोणों का योगफल (2#-4) सम्रकोण होता है। 


2. अपनी पाठ्यपुस्तकों में हम अपना विचार विमर्श केवल अवमुख बहुभुजों 
(०णा५०५ 7०५8०॥७) तक सीमित रखते हैं। याद कीजिए कि किसी चतुर्धुज को अवमुख 
चतदुर्भुज कहते है यदि चदुर्भ को अभ्यंतर को कोई थी दो बिंदुओं को मिलाने वाला 
रेखाखण्ड पूर्ण; अरभ्यंतर को अंदर स्थित है। दूसरे शब्दों में, किसी चतुर्धुज को 
अवमुख चतुर्थ कहते हैं यदि चत॒र्धुज की प्रत्येक भधुजा के लिए बहुधुज के अन्य 
सभी शीर्ष, उस भुजा को आविष्ट करने वाली रेखा को एक ही ओर स्थित हों। यही. 
परिभाषाएँ अवमुख बहुभुज पर लागू होती हैं। ह 


3. यदि एक बहुभुज की सभी भुजाएँ और उसके सभी कोण भी बगश़बर हों, हो 
, ऐसे बहुभुज को सम बहुभुज (७४7 ए०५६०णा)) कहते हैं। 
उदाहरण ॥3: आकृति 8.65 में, &8 और (० दो समातर रेखाएँ हैं। तिर्यक्‌ रेखा 
छ के एक ओर स्थित अन्त; कोणों छोशाप और शुभ के कोण समद्विभाजक. बिन्दु 
? पर परस्पर प्रतिच्छेद करते हैं। सिद्ध कीजिए कि <शएणर एक समकोण हैं। 
हल ६: <8शार+ 0 > 80" (तिर्यक्‌ रेखा के एक ओर के अंत: कोणों का 
योगफल) 


] ] 
5 '५+- लि 0 -- 00) 
2 “<छभीच + 2 “एप ८ हे 807? < 90 


396 


अतः 
अब, ' 


या, 
या, 


गणित 
क्योंकि “एशार - 7 <8थाप 


] 
और “एश - 7 4ए४७॥ 


“शभीर + “श्र - 90" 


“एशार + ८2एणश७ + 2शाणप - 80९ 
(8शशेर के कोणों का योगफल) 





90" + 2शाशर 5 80" (()से ) आकृति 8,65 
८“शीश्ष ७ 80" -- 90? - 907 


उदाहरण ॥4 ; त्रिभुज 80 की भुजा 8८ को 70 तक बढ़ाया गया है, जैसा कि 
आकृति 8.66 में दर्शाया गया है। कोण »& का कोण समद्विभाजक 80 से ॥, पर 
मिलता है। सिद्ध कीजिए कि “2«8०+ 2४७०) - 220.,८ 


छल $ 


“#&00 - 28७0५ 2080८ (बहिष्कोण दो अंतः अभिमुख कोणों के योगफल 


के बराबर होता है) 


या, 


अर्थात्‌ 


परंतु 


८2000 - 22.08 + ८४8०९ (&,, ८४ का कोण समद्विभाजक है।) 
24580+ 20९00 < 2080 + 2.28 + ८४08९ 

2280 + 2000 - 2 (८४80 + 2.09) .......... ()) 

<#80+ 2,08८ ८0.0 रे 

(8«7.8 का बहिष्कोण) 

()) से हमें प्राप्त होता है 
<#80+ 2७00 2260 ४ 





आकृति 8.68 


पश्नावली 8.3 


0. बत्रिभुज का एक कोण 65? है। शेष बचे दो कोणों को ज्ञात कौजिए यदि उनका अंतर 
25" हो। 
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2. थदि एक त्रिभुज के कोण 2:3:4 के अनुपात में हों, तो तीनों कोण ज्ञात कीजिए। 


3. यदि किसी त्रिभुन का एक कोण अन्य दो कोणों के योगफल के बराबर हो, तो सिद्ध 
कीजिए कि वह समकोण त्रिभुज है। 


4, त्रिभुज का एक बहिष्कोण 5" का है और एक अन्तः अभिमुख कोण 35० का है। 
अन्य दो कोण ज्ञात कीजिए। 


5. क्‍या एक त्रिभुज में निम्न हो सकते हैं : 
6) दो संमकोण? 
0) दो अधिक कोण? 
60) दो न्यून कोण? 
6५) प्रत्येक कोण 60 से बडा? 
(७ प्रत्येक कोण 60" से छोटा? 
(शं) प्रत्येक कोण 60" का? 


6. एक चतुर्भुज के तीन कोण 0", 40" एवं 50? हैं। चौथा कोण ज्ञात कीजिए। 

7. आकृति 8.67 में, 2४80 और «४38८५ के 
कोण समद्विभाजक बिंदु 0 पर परस्पर प्रतिच्छेद 
करते हैं। सिद्ध कीजिए कि 


<800५- 90? + ट् डी 


8. आकृति 8.68 में, त्रिभुज 8९ की भुजाओं 
४8 और «0० को बढ़ाने से निर्मित बहिष्कोणों 
के कोण समद्विभाजक बिंदु 0 पर परस्पर 
प्रतिच्छेद करते हैं। सिद्ध कीजिए कि 


“४300-90 - ठ <4 





आकृति 8.68 


!98 


ह्त्+ 
दो 


जि 
+-+; 


3. 


. आकृति 8.69 में, चतुर्भुन 800 को दो 
आसन कोणों & और 0 के कोण समद्विभाजक 


408८ की भुजा 80 दोनों दिशाओं में 
बढ़ाई जाती है। सिद्ध कीजिए कि इस 
प्रकार निर्मित दो बहिष्कोणों का योगफल 
80" से अधिक होगा। 


#&? और ॥9 हैं। सिद्ध कीजिए कि 


2८000 - 428 + ८९ 





आकृति 8.69 


? 
. आकृति 8.70 में, सिद्ध कीजिए #॥# | # 
[0 ह 
>> करत ग़ 


आकृति 8.70 
आकृति 8.7 में, ४७१0४ की 
भुजा 00 को $ तक बढ़ाया ही 
गया है। यदि “7: 20: ८४८ “कं 
3:2:॥। और एा।एए तो 
“२५ ज्ञात कौजिए। 

९ या न्‍ 39% 
आकृति 8.7 


यदि दो समातर रेखाओं को एक तिर्यक्‌ रेखा प्रतिच्छेदित करती हो, तो सिद्ध कीजिए 
कि अंतःकोणों के कोण समद्रिभाजक से एक आयत बनता है। 
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]4. 


त्रिभुज 79% की भुजाओं छा) और 78 को क्रमानुसार बढ़ाकर तीन बहिष्कोण क्रमश: 
छाए, 890 और फ़्मर बनाए गए हैं। सिद्ध कीजिए कि 


८97? + ८800 + ८एफऋए < 360" 


, यदि दो कोणों में, एक की भुजाएँ दूसरे कोण की भुजाओं के क्रमश; लंब हों, तो सिद्ध 


कीजिए कि वे दोनों कोण या तो समान हैं या सम्पूरक। 


(संकेत : दो प्रकार की स्थितियों पर विचार कीजिए जैसा कि प्रश्नावली 8.2 के प्रश्नों' 
)4 और ॥5 में किया है।) 


, आकृति 8.72 में, 20> <? ए 


तथा 00 पर ४एक ऐसा बिन्दु 
है कि /श <60एए का कोण 
समद्विभाजक है। यदि ए से 68 2 शक 
पर लम्ब 0४ को ४ पर मिलाती 


हो तो सिद्ध कीजिए कि | न 
| कर 
< शीश 7 (८०-०१) आकृति 8४.72 
. आकृति 8.73 में, # और # दो समतल मे कि ८८८८८ 





दर्पण हैं जो परस्पर लम्ब हैं। दर्शाइए कि 
आपत्तित किरण (» परावर्तित किरण छा) ५ 
के समांतर है। 


संकेत ; & और छ से # और # पर 
लम्ब खींचिए) 


॥ 


आकृति 8.3 


. सिद्ध कीजिए कि एक घट्भुज के कोणों का योगफल 720" होता है। 


, 4080 में 28-45", 2055" और & का कोण समद्विभाजक ४8०८ से 9 बिंदु पर 


मिलता है। «७08 और .<»।)९ ज्ञात कौजिए। 
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20, ७8008 एक सम पंचभुज है और “8५8 का कोण समद्विभाजक 00 से ॥४ पर मिलता 
है। यदि 80) का कोण समद्विभाजक #५ से ? पर मिले, तब “0०७ ज्ञात कौजिए। 


(संकेत : सम पंचभुज का प्रत्येक कोण 5405 “08" होता है।) 






2, आकृति 8.74 में, एक चतुर्भुज ४800 आह -५० 
ं टी को 
के “8 और 7 के कोण समद्विभाजक कक 
बढ़ाई हुई रेखाएँ ८0 और «४98 से / पट ली 
क्रमश: ? और 0 पर मिलते हैं। टी ४ 
सिद्ध कौजिए कि ज८ ढ 
ए ८४.6 (० 
] 9 
८?+ ८0८ 7 (८080+ 2१70८) 
आकृति 8.74 
22. निम्नलिखित प्रकथनों में से कौन-से सत्य (१ हैं और कौन-से असत्य (7? 


0) त्रिभुज का एक बहिष्कोण अपने किसी एक अंत: अभिमुख कोण से छोटा होता 
है। 

(0) त्रिभुज के तीनों कोणों का योगफल 80 होता है। 

(0) चतुर्भुव के चारो कोणों का योगफल तीन समकोण होता है। 

(५) त्रिभुज में दो समकोणं हो सकते हैं। 

(७ त्रिभुज में दो (न्यून) कोण हो सकते है। 

(शं) बत्रिभुज में दो अधिक कोण हो सकते है। 

(४) त्रिभुज का एक बहिष्कोण दो अंतः अभिमुख कोणों के योग के बराबर होता है। 


23. निम्न कथनों का सत्य बनाने के लिए रिक्त स्थान की पूर्ति कौजिये ; 
0) ब्रिभुज के तीनों कोणों का योग “77 होता है। 
(४) किसी त्रिभुज का एक बहिष्कोण दो “7 अभिमुख कोणों के बराबर 
[ होता है। ह 
(४) किसी त्रिभुज का एक बहिष्कोण अपने किसी एक अन्तः अभिमुख कोण से 
हमेशा “5 होता है। 
00) किसी त्रिभुज में "पः से अधिक समकोण नहीं हो सकते। 
(४) किसी त्रिभुज में एप से अधिक अधिककोण नहीं हो सकते। 


(४) चतुर्भुज के चारों कोणों का योग “7... होता है। 


अध्याय 9 





त्रिभुजीं को सर्वांगसमता 


9.] भूमिका 


अपने प्रतिदिन के जीवन में, हम भिन्‍न आकारों और मापों (साइज) (8086 का0 झंडक) 
की बहुत सी वस्तुएँ देखते हैं। उन में से कुछ समान आकार व भिन्‍न साइजों की 
हैं तथा कुछ समान आकार और समान साइज की होती हैं। उदाहरण के लिए, एक 
आकृति व उसकी कार्बन प्रतिलिपि अवश्य ही समान आकार और समान साइज की 
होती हैं। इसी प्रकार से, एक ही लेख की दो फोटोकापी जो तुल्य साइज की बनाई 
गई हों, समान आकार और समान साइज की आकृतियाँ हैं। दो वस्तुएँ (मान लो 
खिलोने) जो कि कारखाने में तुल्य विवरण से बनाए गए हों, दुनिया के तुल्य साइज 
के नक्शे भी समान आकार में और साइज में समान हों, सवागिसम आकृतियाँ कहलाती 
हैं और दो आकृतियों के सर्वागसम होने के संबंध को स्वागसयता कहते हैं। समतल 
ज्यामिति में सर्वांगसमता एक महत्वपूर्ण संकल्पना है। समतल आकृतियों के लिए हम 
सर्वांगसमता की संकल्पना को अधिक निश्चित अर्थ दे सकते हैं। मान लो हम दो 
एक-रुपये के सिक्के (या दो दस-रुपये वाले नोट), जो एक ही समय प्रचारित किये 
गए हों, लेते हैं। स्पष्टतः हमारी सर्वांगसमता की अवधारणा के अनुसार वे परस्पर 
सर्वांगसम है। 


अब मान लो हम एक सिक्के (या नोट) को दूसरे पर रखते हैं। हम देखेंगे कि 
हम एक सिक्‍के (या नोट) को दूसरे के पूर्णत: अनुरूप पायेंगे अर्थात्‌ एक सिक्का 
(या नोट) दूसरे सिक्के (या नोट) को पूर्णरूप से ठीक-ठीक ढक लेता है। अतः हम 
कह सकते हैं कि किसी समतल में ढो आक़ृतियाँ सर्वागसम होती हैं, यदि हम एक 
आकृति को दूसरी प्र इस प्रकार अध्यारोपित (क्ृष7का/७) कर सकते हैं कि वे 
एक दूसरे को पूर्ण रूप से ढक लें। याद कीजिए कि अध्यारोषण में आकृतियों का 
बंकन (0०0॥8 ), व्यावर्तन (98४78) या तनन (४४४०४॥४) की अनुमति नहीं दी जाती 
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है। अपनी पिछली कक्षाओं में हमने अध्यारोपण के द्वारा निम्ने परिणामों को पहले ही 
सत्यापित कर लिया है: ह 


(0) दो रेखा-खण्ड सर्वागसम होते हैं, यदि उनको लम्बाई बराबर हों। 

(0) दो कोण सर्वागसम होते हैं, यदि उनके माप बराबर हों। 

(॥) दो त्रिभुज सर्वांगसम होते हैं, यदि एक की सभी भुजाएँ और सभी कोण 
दूसरे की संगत भुजाओं और कोणों के समान हों अर्थात्‌ एक त्रिभुज के 
छ: अवयव, तीन भुजाएं और तीन कोण, दूसरे त्रिभुज के छः: अवयवों के 
क्रमश: बराबर हों। उदाहरण के लिए यदि &82 और 70४ ऐसे दो त्रिभुज 
हैं कि 
#8 - ?0, 80 + 008, ९५७ + 7९, 
2७0 5 ८7०, 28 5 20 और 
<“0+> ८२ (आकृति 9.), 


आकृति 9,] 


तब हम कहते हैं कि 882 और «707२ सर्वागसम हैं और संकेत रूप में लिखते 
हैं : 608९ < 670२ यहाँ &, 7 के संगत है, 8,0 के संगत है एवं ०,ए 
के संगत है। इस प्रकार शीर्षों की छ: भिन्‍न संगतियों में से त्रिभुज ७७80 और . 
47९0१ केवल संगत 80७० ९0४ के अनुरूप सर्वांगसम होते हैं, और इसलिये हम 
ने लिखा है कि 6५80० < 86०07स्‍। उपरोक्त संगति को हम 80५ < 00४० या 
50५8» 0२०) भी लिख सकते हैं। परंतु ॥«80< (0२० या ७80५ -< 070२ आदि 
लिखना गलत होगा (क्यों?) इस प्रकार यह बहुत महत्वपूर्ण है कि दो त्रिभुजों के 
बीच सर्वांसमता सम्बन्ध संकेत रूप में उचित संगति (या अनुरूपता) में लिखा जाये 
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और उनके संगत (अनुरूप) अवयवब सही रूप में पहचाने जायें। उदाहरण के लिए, यदि 
4५080 < 00707? तब संगत अवयव हैं &8 और 0९, 80 और ०,०९७ और 70, 
2« और 0, 28 और 2२ तथा 20 और <?। हम, “'सर्वागसम त्रिभुजों के संगत 
भाग" को संक्षेप रूप में 'स.वि.स.भा.” ((एटछा') लिख सकते हैं। 

9.2 दो जिभुजों की सर्वांग्समता की विभिन्‍न कसीरियाँ 

हमने देखा है कि दो त्रिभुज सर्वांगसम होते हैं यदि एक त्रिभुज के सभी छ: अवयव 
दूसरे त्रिभुज के संगत छः अवयवों के समान होते हैं। अब एक स्वाभाविक प्रश्न उठता 
है। दो त्रिभुजों की सर्वांगसमता स्थापित करने के लिए क्‍या यह आवश्यक है कि 
हमें ज्ञात हो कि एक त्रिभुज के छः: अवयव दूसरे त्रिभुज के संगत छ: अबयबों के 
समान हैं? क्‍या यह संभव है कि दो त्रिभुजों की सर्वांगसमता निर्धारित हो जाये यद्यपि 
हमें छः से कम अवयवों की समानता दी गई हो। इसका जवाब “हाँ' में है। अपनी 
पिछली कक्षाओं में हमने अध्यारोपण के द्वारा सीखा है कि कुछ स्थितियों में दो 
त्रिभुजों की सर्वांगसमता स्थापित की जा सकती है यद्यपि हमें केवल कुछ विशेष संगत 
भागों के तीन युग्मों की समानता दी गैई हो। याद कीजिए कि, सामान्यतः इस प्रकार 
की तीन स्थितियाँ थीं। प्रत्येक स्थिति में हम तीन अवयवों का भिन्‍न संचय लेते हैं। 
हम इन स्थितियों को एक एक करके लेते हैं। 


गुणधर्म ५. ; यदि एक त्रिधुज की कोई दो भुजाएँ और उनका अंतर्ग कोण दूसरे 
त्रिशुज की कोई दो भुजाएँ और उनके अंतर्ग कोण को बराबर हों, तो वे त्रिथुज 
सर्वागसम होते हैं। 


क्योंकि यह अभिगृहीत, त्रिभुज की दो भुजाओं और उनका अंतर्गत कोण से 
संबंधित है, इसलिए इसे (/भरुजा-कोण-भुजा) कसौटी कहते हैं। इसे भु-को-भु 
सर्वांगसमता अभिगृहीत भी कहते हैं। 


इस प्रकार उदाहरण के लिए, आकृति 9.2 में, . ७8 - 70, 8८ - 6? और 
28 - “0, तब भु-को-भु. कसौटी से, ५७४० < .“2700। इस का अर्थ है कि दोनों 
त्रिभुज के अन्य संगत अवयव अपने आप बराबर हैं और इसलिए ८४ - एए, 
<&ल्‍<ए?तथा <ए>थर। ... 


टिप्पणी : भु-को-भु सर्वांगसमता कसौटी के संबंध में एक महत्वपूर्ण बात यह है कि 
अंतर्गा कोण की समानता आवश्यक है। मान लीजिए एक त्रिभुज की दो भुजाएँ और 
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आकृति 9.2 


एक कोण (जो भुजाओं के अंतर्ग न हो) दूसरे त्रिभुज की दो भुजाओं और एक 
कोण के बराबर हों (आकृति 9.3) जिसमें 80-08, 0&- एए और <&- 27₹। 
यैः 


आकृति ५.3 


निःसन्देह दोनों त्रिभुज सर्वांगसम नहीं हैं। इस प्रकार सामान्यतः त्रिभुज की सर्वांगसमता 
के लिए भु-भु-को एक कसौटी नहीं है। अब हम दूसरी कसौटी पर निम्नानुसार विचार 
करते हैं। 


प्रभेय 9.: यदि एक त्रिथुज के कोर्ड दो कोण और उन की अंतर्गी थुजा दूसरे त्रिधुज 


के दी कोणों और उनकी अंतर्गी धुजा को बराबर हों, तो वे त्रिभुज सर्वागसम होते 
है। 


ध्यान दीजिए कि पिछली कक्षाओं में हमने इस परिणाम को रचना और अध्यारोपण 
के द्वारा पहले ही सत्यापित कर लिया है। फिर भी हम इस परिणाम को निम्नानुसार 
सिद्ध भी कर सकते हैं 
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दिखा 3 5 त्रिभुज ७80 और ए0४ में 
“8-20, ८०0५ «2९ और 80-0४ (आकृति 9.4) 


आकार 2.4 


सिद्ध करना है । 6680 & तार 
उपपत्ति : तीन स्थितियाँ संभावित हैं: 
0) 58-70 (४) 68 <7?0 (४) 8७8 > ९0 


स्थिति 6) : यदि ४8-7०, तो भु-को-भु अभिगृहीत द्वारा स्पष्टतः 0७8० « 
5०0छ 


स्थिति (॥) : यदि &8<7?0 तो भुजा 70 पर हम ऐसा बिन्दु & ले सकते हैं 
कि ७8- 50। अब 7४ को मिलाइए जैसा कि आकृति में दर्शाया गया है। 
अब, 0४8८ और ०6309 में 


&8- 80 (माना हुआ है) 
80<- 00 (दिया है), और 
“3 - “0 (दिया है) ह 
: 0880 < ४80४२ (भु-को-भु अभिगुह्लैत से) 
अत; “0<« “2920 (सर्वाग्सम त्रिभुजों के संगत भाग) ..........०७७« () 
परन्तु “0527४ (अर्थात्‌ 20०) (दिया है) 
()) से 22२0 - 2?२0, 
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पर यह, तब तक अस्म्भव है जब तक २५, 7 के साथ संपाती न हो जाये 
अर्थात 5, ? के साथ संपाती है। 

#8 < ९0 
अत; 5580 5 670२, . (भु-को-भु अभिगृहीत से) 


स्थिति (॥) : यदि 48 >7?0 तब भुजा &8 पर हम ऐसा बिंदु प' ले सकते 
हैं कि 78<70 (आकृति 9.5) और स्थिति 0) के समान दर्शा सकते हैं कि 
१, ७ से संपाती होना चाहिए, अर्थात्‌ 48-70 और ७७80 5 «०02 


इसलिए, सभी तीनों स्थितियों में, ७७80 < 5720? 





झाकृति १.5 


इस पर ध्यान दें कि उपरोक्त परिणाम सिद्ध करने में हम ने तीनों संभावनाओं को 
निश्शेष कर दियां। ऐसी. उपपत्ति को निश्शेषता द्वारा उपपत्ति (970 0ए #पक्षाशरणा) 
कहते हैं। 


स्पष्ट कारणों से उपरोक्त परिणाम को त्रिभुजों की सर्वागसमता की को-धु-कों 
(कोण- धुजा-कोण) कसौटी कहते हैं। 


टिप्पणी : क्‍योंकि किसी त्रिभुज के तीनों कोणों का योगफल 80" होता है, इसलिए, 
यदि एक त्रिभुज के दो कोण दूसरे त्रिभुज के दो कोणों के बराबर हों, तब पहले 
त्रिभुज का तीसरा कोण दूसरे त्रिभुज के तीसरे कोण के बराबर अपने आप हो जायेगा। 
इस गुणधर्म के आधार पर, हम उपरोक्त प्रमेय के उपप्रमेष का निम्नलिखित कथन 
दे सकते है। 


उपप्रमेय : यदि एक त्रिधुज के दो कोण और एक थुजा दूसरे त्रिधुज की दो कोणीं 
और संगत भृजा के बराबर हों, तो वे त्रिधुज स्वाधसम होते हैं। 
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उदाहरण के लिए, आकृति 9.6 के ७80 और /४ए२ में, मान लो <& > ८?, 
८3520 और 80 <0₹ 
ए 





२ 
| न हा 
न» ( 0 हि पक मे ॥ 


आकृति 9,6 


स्पष्ट है, 20-27? और इसलिए 6७80 5 6९0४१ (को-भु-को से)। उपरोक्त 
उपप्रमेय को कभी-कभी दो त्रिभुजों की सर्वांगसमता की को-को-भु (क्रोण-कोण-भुजा) 
कसौटी कहते हें। 

यहाँ, इस पर भी ध्यान दीजिए कि यदि एक ज़िभुज के सभी तीनों कोण दूसरे त्रिभुज 
के तीनों कोणों के बराबर हों, तो यह आवश्यक 'हीं है कि दोनों त्रिभुज सर्वागसम 
हों। उदाहरण के लिए, आकृति 9.7 में, त्रिभुजों #80 और 70४ में «#& < «7, 


“8-20 और <८> <7₹ यह स्पष्ट कि त्रिभुज सर्वांगसम नहीं हैं। 
7? 


री. 


छ ८ ९ ड 
आकृति 9.7 
अत: तजिभुजों की सर्वांगससमता के लिए को-को-को कोर्ट कस्ोटी कहीं है। अब हम 
दो त्रिभुजों की तीनों भुजाओं से सम्बद्ध परिणाम का भिम्न कथन देते हैं: 
गुणधर्म 9.3 : यदि एक जिथुज की तीन भुजाएँ, दूसरे त्रिथुज की तीन भुजाओं के 
बराबर हों, तो वे दोनों त्रियुज सवागिसम होते हैं! 


208... गणित 


इस प्रकार यदि ॥ ४80 और &70ए में, &8 -70, 80 - 0 और ०» -7? तब 
4/80 5 670९१ (आकृति 9.8) 


दोनों त्रिभुजों की रचना करके और एक त्रिभुज को दूसरे पर अध्यारोपण करके इस 
परिणाम को सुगमता से सत्यापित किया जा सकता है, जैसा कि पिछली कक्षाओं में 
किया है। स्पष्ट कारणों से, इस को दो त्रिभुजों .की सर्वांगसमता की धृ-थ्ु-थ्रु 
(धुजा-धुजा- धुजा) कझ्तोंगी कहते हैं। 


अब हम कुछ उदाहरणों से इन कसौटियों कि उपयोगिता प्रदर्शित करते हैं। 


का हइ १ +: आकृति 9.9 में 880 की भुजाएँ 98 और ८४ क्रमश; बिंदुओं 
9 और 5 तक इस प्रकार बढ़ाई गई हैं कि 88-08 और ९८९७-४४ है। 
सिद्ध कीजिए कि 80|5० 


हश * 8880 और &»7॥ में 2 पट लटक 





8&- 7 (दिया है) 


* 
१३३, 


0७-४४ (दिया है) 


हि 
2४8४0 - 2088 (शीर्षाभिमुख कोण) । 
4 880 5 8 ४7४ (भु-को-भु कसौटी से) ही । & 


<8 5 ८0 (सर्वांगसम त्रिभुजों के संगत भाग) आकृत्ति 9.9 
इस प्रकार, तिर्यक्‌ 80, रेखाओं 82 और 7 के साथ समान एकान्तर कोण बनाती है 
छ80॥छ90 








त्रिभुज़ों की सर्वांगसमता 


उदाहरण 2: आकृति 9.0 में, 0, ४8 का मध्य-बिंदु है, 
2 
28/0 5 “(8 और मी 





4280५ + ८0०08 
सिद्ध कीजिए 6) ७70७0 और ७7४80 
सर्वांगसम हैं और (8) 0& - 88 गिल हक 80. 
हल : ०,४४8 का मध्य-बिंदु है (दिया है) ऑकधि १,॥0 
&0-8९ () 
270७ - 20८8 (दिया है) 
20९७ + 2008- ८008 + ८00४ 
अर्थ ८7004 +- 2४९5 (2) 
अब, ७70/0० और 6७४४८ में 
“200७ -2४८फ [(0?)से] 
“0800 - 82... (दिया है) 
30580 ()) से ] 
8000 5 8580८ (को-भु-को से) 
और इसलिए 78-58 (सर्वांग्सम त्रिभुजों के संगत भाग) 


उदाहरण 3५ आकृति 9.। में, &०-४0 और छ7-780 
सिद्ध कीजिए कि ४8, “27९४0 और 
“780 कं कोणों का समद्विभाजक है। 


हल : ४९४8 ओर &098 में, 
&7?« ४0 (दिया है) 
छ? 80 (दिया है) 

और. ७8-४४ (उभयनिष्ठ भुजा) 





९ 
आकृति १.॥] 


20 गणित 


अतः 87५8 5 ७0४४8 (भु-भु-भु कसौटी से) 
“7९68 - 2048 (सर्वांग्सम त्रिभुजों के संगत भाग) 
और. 278५ - 208५ (सर्वांगसम त्रिभुजों के संगत भाग) 
8, 27९४0 और “7४80 के कोणों का समद्विभाजक है। 


उदाहरण 4: सिद्ध कीजिए कि किसी समकोण त्रिभुज के कर्ण के मध्य-बिंदु को 
समकोण के शीर्ष से जोड़ने वाला रेखा खण्ड कर्ण का आधा होता है। 


हृज़ : हमें दिया है कि & »80 में, 
“0<-90" और |/ कर्ण ४3 का मध्य-बिंदु है अर्थात्‌ &५<8|/ (आकृति 9.2) 
हमें सिद्ध करना है कि 0४ ' 4्छ 
हम (७४ को बिंदु 7) तक बढ़ाते है। 
जिससे कि (४-०9॥ छ और 79 को मिलाइए। 
अब ५४ ४/0 और «४/॥/० में 
&भध<छ/ (दिया है) छ ८ 
(0५ - 0५ (रचना से) आकृति 9.2 
और <#५0 - 28/0 (शीर्षभिमुख कोण) 
इसलिए, ७6४०९ 5 6807 (्ु-को-भु) 
परिणामतः ४0 «87 (सर्वागसम त्रिभुजों के संगत भाग) . . - (।) 
और “0७४ - 208५ (सर्वागसम त्रिभुजों के संगत भाग) . . - (2) 
(2) के दोंनों पक्षों में 2४80८ जोड़ने पर 
<९0५0॥ + 2४8९ + 2098५ + 2४8९ 
अर्थात्‌ 2०९४७ + ८2०8७ - 2082 ४७, ४प2 (3) 


परंतु. ८८७७५ + 20४७-90" (क्योंकि & ४80 के कोणों का योगफल [80 
और ८०-90") 


त्रिधुजों की सवांगसमता 2॥] 


“080 - 90" [(3) से | 
अब, ७98९८ और 6७४८ में 
80-80 [() से ] 
८080 - 2४९४ [दोनों 90") 
और. 80-९8 (उभयनिष्ठ भुजा) 
... 0980 5 8४08 (प्रु-को-भु) 
परिणामत: 00< 8 (सर्वागसम त्रिभुजों के संगत भाग) 
अर्थात 20५/५०४४8 


ह | 
या (और 2 43 


श्प्वणी : दूसरे उदाहरणों के समान, इस परिणाम को भी विभिन्‍न विधियों से सिद्ध 
किया जा सकता है। आप वैकल्पिक उपपत्ति को बाद में उचित स्थान पर पढ़ेंगे। इस 
पर भी ध्यान दिया जाये कि कभी-कभी दूसरे परिणामें। को सिद्ध करने के लिये इस 
परिणाम को प्रमेय के रूप में उपयोग किया जाता है। 


प्रश्नावली 9.]. 


[, आकृति 9.3 में, #0-80 और 8050५ ्््‌ 
सिद्ध कीजिए कि 2608 - 28९७ और 
८088 + 208५ 


आकृति 9.3 


22 गणित 


2. आकृति 9.4 में, 7४ - 0? और “8०0 - 27२07 
सिद्ध कीजिए कि ए९-0$ और »0एए२- 27९05 





अं 
आकृत्ति 9.॥4॥ 


3. आकृति 9.]5 में, रेखाखण्ड ४8 पर /7? 
और ४80 लम्ब हैं और #०-80। सिद्ध 
कीजिए कि 0 रेखा खण्डों 88 और ९0 
का -मध्यबिन्दु है। 





4. आकृति 9.6 में चतुर्भुन &800 का 
विकर्ण &0 कोणों & और ८ को 
समद्विभजित करता है। सिद्ध कीजिए कि 
38-80 और ८४-०० 





कै €> ५,॥+$ 


त्रिभुजों की सर्वांगसमता 23 


5. ४8 एक रेखा-खण्ड है। &8 के विपरीत पक्षों में ७5 और ४४ समान लम्बाई के ऐसे 
दो रेखा-खण्ड खींचे गए हैं कि &&॥8५४ है। यदि रेखा खण्ड ४8 और ह९ परस्पर 
बिन्दु ? पर प्रतिच्छेद करें, तो सिद्ध कीजिए कि 0) 8४०५ < 887५ (४) &8 और 
हऋश, 7 बिन्दु पर परस्पर समद्विभाजित करते हैं। 


6, आकृति 9.7 में ऋ॥#, & और 98 क्रमशः रेखाओं ऋ# और # पर कोई बिंदु हैं, तथा 
(( रेखा खण्ड 68 का मध्य बिंदु है। यदि ८0 कोई अन्य रेखा-खण्ड हो, जिसके 
सिरे ८ और 7क्रमशः रेखाओं # और # पर स्थित हों, तो सिद्ध कीजिए कि ७ 
रेखा-खण्ड ८79 का भी मध्य-बिंदु होगा। 


2200 जज न ।।। 
६" रा हि हर 
रे ० 
्ः न 
(५ 
्ँ 
&-३+5 दल ननिलीजभजणणणओि मी 
आकृति ५,॥7 
7. आकृति 9.8 में चतुर्भुज ७8070 की सम्मुख 5. ४ 
भुजाओं #8 और 70 के मध्य-बिंदुओं की 


0७ और ! को जोड़ने वाला रेखा-खण्ड 
दोनों भुजाओं पर लम्ब है। सिद्ध कीजिए 
कि चतुर्भुज की अन्य ,भुजाएँ बराबर हैं। 


8 ८ 





[ संकेत : १8 और ० तथा )॥ और ० 
को मिलाइए] 


8, आकृति 9.9 में, एशर5 एक चतुर्भुज है 


और 758 तथा 7२६ पर क्रमश: ॥ और ए॑ 
ऐसे बिंदु हैं कि 





2१2३७ “- एरि७, 
“<?(' - <रतए 
और 2708 < <“एठ5 है। 
सिद्ध कीजिए कि ए' +- 00 - आकृति 9,१ 


[ संकेत ; सिद्ध कीजिए कि ७७8८ - ४२०५] 


24 


कन+ 
हनन 


. आकृति 9.2] में, 0 < ४8, 88 + ७0 और 


- आकृति 9.22 में, 2800< ८80८ & 


गणित 


आकृति 9.20 में, ॥४8८ कौ दो भुजाएँ 8 तथा 82८ और माध्यिका »५ क्रमशः 
/०क की भुजाओं 08 तथा पर और माध्यिका 0 के बराबर हैं। सिद्ध कीजिए कि 
५030 & 00987 ह 


[संकेत : छ/-छोए (बराबर भुजाओं के आधे), का उपयोग करके सिद्ध कौजिए 
#4ै8५/ 5 008 आदि ] * 





आकृति ५.20 


. दो समकोण त्रिभुजों में, एक त्रिभुज की एक भुजा और एक मन्यून कोण दूसरे त्रिभुज 


की एक भुजा तथा संगत न्यून कोण के बराबर हैं। सिद्ध कीजिए कि दोनों त्रिभुज 
सर्वांगसम हैं। 


“8/0 - 8५७0, सिद्ध कोजिए कि 80598 





और «(८४ - 280, सिद्ध कीजिए 
कि 60-80 और <&७- ८8 





आकृति 9.22 


त्रिभुजों की स्वांगसमता 


3. आकृति 9.23 में, 5-07 और 0$-॥९', 
सिद्ध कीजिए कि ?05८7९९२ 


!4. आकृति 9.24 में, यदि &3॥70 और 7, 
80 का मध्य-बिंदु है, तो सिद्ध कीजिए कि 
7०, 0 का भी मध्य-बिंदु है। 


, आकृति 9.25 में, 2००0 - 2870 और 
80, 2800 का कोण समद्विभाजक है। 
सिद्ध कीजिए कि 0९७० 5 68५07 और 
इसलिए 0०-४8? 


क्+ 
प्गज 





आकृति 9,23 


9 फ 0 


हि 





आकृति 9.24 


( 








आकृति 9.25 


6. हमीदा दो वस्तुओं & और 8 के बीच कौ दूरी ज्ञात करना चाहती है, परंतु इन दोनों 
वस्तुओं के बीच एक रुकाबट है (आकृति 9.26), जिसके कारण वह यह दूरी सीधे नाप 
कर ज्ञात नहीं कर सकती है। इस कठिनाई को दूर करने के लिए वह एक चातुर्य विधि 
का प्रयोग करती है। पहले वह एक सुविधाजनक बिन्दु 0 ऐसा लेती है, जहाँ से & 


26 


प्र 


8, 


» आकृति 9.27 से व्याख्या कीजिए 


गणित 





ल 


आकृति ५.26 





और 9 दोनों दिखाई दें और वहाँ एक खंभा स्थापित करती है। तब रेखा «0 की सीध 
में एक बिंदु 9 पर वह दूसरा खंभा इस प्रकार स्थापित करती है कि &0-7)0। इसी 


प्रकार, वह तीसरा खंभा, रेखा 80 की सीध में, बिंदु ० पर स्थापित करती है, जिससे 


कि 80-00। तंब वह (० को नापती है और देखती है कि ()<540 सेमी! सिद्ध 
कीजिए कि & और 8 के बीच की दूरी भी 540 से मी है। 


कि नदी को पार किए बिना, 
कोई उसकी चौड़ाई केसे ज्ञात 
कर सकता है। 





आकृति १.१7 


निम्नलिखित कथनों में से कौन से सत्य !) हैं और कौन असत्य (0 हैं? 


60) यदि एक त्रिभुज की दो भुजाएँ और एक कोण क्रमशः दूसरे त्रिभुज की दो भुजाएँ 
और एक कोण के बंराबर हों, तो दोनों त्रिभुज सर्वांगसम हैं। 


(0) यदि एक त्रिभुज की दो भुजाएँ और उनका अंतर्गत कोण क्रमश दूसरे त्रिभुज 


की दो भुजाओं और उनके अंतर्गत कोण के बराबर हों, तो वे त्रिभुज सर्वागसम 
' होते हैं। 


त्रिभुजों की सर्वांगसमता शा 


(ऐ) 


(५) 


(५) 


(५) 
(शा) 


यदि एक त्रिभुज के दो कोण और उनकी अंतर्गत भुजा क्रमश: दूसरे त्रिभुज के 
दो कोणों और उनकी अंतर्गत भुजा के बराबर हों, तो वे त्रिभुज सर्वांगसम होते 
हैं। 


यदि ७७80 <£ &«ए२०0, तब ७8 - ?0 


यदि एक त्रिभुज के दो कोण और एक भुजा क्रमशः दूसरे त्रिभुन के दो कोणों 
और एक भुजा के बराबर हों, तब दोनों त्रिभुज सर्वांगसम होते हैं। 


यदि ७08 < #6१२०९०0, तब “70+- ८0 


यदि #?0तार 5 6048, तब 70-०४ 


9. निम्न रिक्त स्थानों की पूर्ति इस प्रकार कीजिए कि प्रत्येक कथन सत्य हो: 


() 


() 


(॥) 


(५) 


(५) 


(शं) 


यदि एक त्रिभुज की दो भुजाँ और 777 कोण क्रमश दूसरे 
त्रिभुज की दो भुजाओं और अंतर्गत कोण के बराबर हों, तो त्रिभुज सर्वांगसम 
होते हैं। 

यदि एक त्रिभुज की भुजाएँ, क्रमशः दूसरे त्रिभुज की तीन भुजाओं 
के बराबर हों, तो त्रिभुज सर्वांगसम होते हैं। 


यदि ७७80 और ०70४ में, ७8 - 07, 20-20 और ८8 - ८२ 
तब ७७४80 5५ 








यदि 0430 और ०० में, &8 - 7, 80-08 और “8-८0, 
तब ७५४8० 5 «& 


यदि 6708 और #0छ में, छर -छ, 0२-०8 और ए0-ए७०७ 
तब 6९0४ 5 








किन ] 
यदि |(, समकोण ७४8८ के कर्ण ४८ का मध्य-बिंन्दु है। तो 80 - हर 


9.3 समद्विबाहू त्रिभुजों के कुछ गुणधर्म 


याद कौजिए कि समद्दिबाहु त्रिभुज एक त्रिभुज है जिसकी दो. भुजाएँ समान हैं आप 
को यह भी ध्यान होगा कि पिछली कक्षाओं में हम ने समद्विबाहु त्रिभुजों से संबंधित 
कुछ परिणामों का अध्ययन किया था। निम्नलिखित परिणाम भी उन्हीं में से एक है: 


प्रभेय ७,2 


त्रिभुज की बराबर भुजाओं के सम्मुख कोण बराबर होते हैं। 


28 


गणित 


पिछली कक्षाओं में इस परिणाम को कागज मोडने और मापन आदि क्रियाओं के द्वारा 
समझाया गया था। हम इस परिणाम को निम्न रूप से सिद्ध कर सकते हैं; 


दिया है : 80 एक समद्ठिबाहु त्रिभुज है जिसमें 8-४0 (आकृति 9.28) 
सिद्ध करना है ; ८8-८९ 


रचना ; 530पर ऐसा बिंदु 0 लीजिए कि 
27), 28४0 को समद्विभाजित करे। 


उपपक्ति : 4880 और ५५५०) में 


हे... 
2800 - 

और ४) - 
ह #एछ) 5 


/० (दिया है.) 
“0४0 (रचना से) 
580 (उभयनिष्ठ भुजा) | 
6000 (भु-को-भु से) आकृति ५.28 





इसलिए “8-20 (सर्वांगसम त्रिभुजों के संगत भाग) 


टिप्पणी ; इस पर ध्यान दें कि समद्विबाहु त्रिभुज के इस परिणाम का उपयोग करके 
हम तर्कसंगत विवेचना द्वारा भुजा-भुजा-भुजा कसौटी को सिद्ध कर सकते हैं, जिसे 
हमने गुणंधर्म 9.2 में सत्य मान लिया है। 


अब हम उपरोक्त परिणाम के विलोम पर विचार करते हैं। 


गुणधर्म १.3: त्रिधुण के बराबर कोपों की सम्मुख भ्रुजाएँ है! 


भी बराबर होती हैं। 


इस परिणाम को हम निम्नानुसार सत्यापित कर सकते हैं; 


मान लो हम एक रेखाखण्ड 8० खींचते हैं और 8 तथा 

0 पर बराबर कोण क्रमशः 8९ और ४(फ की रचना 

करते हैं। 8 और (४५ का प्रतिच्छेद बिंदु & है। इस 

प्रकार हमें 688८ प्राप्त होता है, जिसमें 28- “2८ 

(आकृति 9.29) अब हम # से होकर जाने वाली रेखा # 

के अनु कागज को इस प्रकार मोड़ते हैं कि 8(' स्वयं को. 8 / ९ 
ढक लेती है। हम देखेंगे कि 8.0" पर पड़ता है आकृति 9.29 
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(आकृति 9.30)। इस प्रकार, हम कह सकते हैं कि 5 
&0- ४४३, अर्थात्‌ बराबर कोणों कि सम्मुख भुजाएं बराबर हा 
होती हैं। इस तथ्य, कि &8- ९० को मापन द्वारा भी / 


सत्यापित किया जा सकता है। इस परिणाम को हम प्रमेय रे 
9.2 की विधि की तरह भी सिद्ध कर सकते हैं।  । 


9.4 दो समकोण किभुयों को स्वागयमत 5 

प्जों है | कई 
परिच्छेद 9.2 में हमने त्रिभुजों की सर्वाशसमता के लिए / | 
तीन कसौटियों का अध्ययन किया है। अब हम दो 9/ ८ गा 
समकोण त्रिभुजों की सर्वांगसमता की कसौटी पर निम्नानुसार 
विचार करते हैं लक 





पेय ५.३१ दो समकोण त्रिथुज स्वागसम होते हैं यदि एक त्रिभुज का कर्ण और 
एक भुजा क्रमश: दूसरे तजिथुज के कर्ण और एक थुजा के बराबर होते हैं। /इस प्रगेय 
त्रिथुजों की सवागिसमता की 'समकोण कर्ण थरुजा” (एक्न5) कसौटी कहते हैं। याद 
कीजिए कि पिछली कक्षाओं में हमने रचना एवं अध्यारोपण के द्वारा इस परिणाम को 
सत्यापित किया है। अब हम समद्ठिबाहु त्रिभुजों के उपरोक्त गुणधर्मों का उपयोग करके 
इस परिणाम को सिद्ध करेंगे। 


दिया है ; दो त्रिभुज 30 और 7ए0ए, 





प्विद्ध करणा है ; 8580 5 ५०08२ 


“83 च्ड “0 न 900 हु छ 
कं कि ३ 
कर्ण &0- कर्ण एर | | व 
| हर | ०. 
भुजा 805 भुजा 0एर (आकृति 9.30) | ४ | | 
8000-२८ ००० "0. ,...2 00 >रन आर: 


इचखमा : 70 को ]/ तक इतना बढ़ाइए कि 0-४8 


७ एवं ३ को मिलाइए। हे 
उपधत्ति : 4७80 और &9५0४ में, खाएजप फ ३ 
88 5 ५0 (रचना से) 
82 «< 0४8 (दिया है) 
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और. «८४8 +> -<५ए₹ (प्रत्येक 90" का) 

5438९: 5 /४५0/४९ (भु-को-भु से) 

८४. 5 ८५ (सर्वागसम त्रिभुजों के संगत भाग) () 
और 30. 5 !शार (सर्वांगसम त्रिभुजों के संगत भाग) (2) 
परंतु. &0 <- एए (दिया है) 
इसलिए, (2) से, हमें प्राप्त होता है 

शाह » एए । 

<? 5 “५ (७५7९ की बराबर भुजाओं के 

सम्मुख के सम्मुख कोण) (3) 


इसलिए, (!) और (3) से 

28 हू ८? (4) 
अब, ७४8९८ और ०6ए0४ में, 

22 “2? [(4) से] 
८28 +- ८0 (दिया है प्रत्येक 90") 


“0 +< 2 (तीनों कोणों का योग 80" है, 
अतः तीसरे कोण बराबर होना चाहिए) (5) 
पुनः 8७80 और ०6९५४ में, 
80 5 0४१ (दिया है) 
४02 « ए₹ (दिया है) 
और “0 +- ८२ [6) से] 
8080 < 6९0४ (भु-को-भु कसौटी से) 


स्पष्ट कारणों से, उपरोकत परिणाम समकोण-कर्ण-धुजा (स-क-थु) समकोण 
त्रिधुजों की स्वागसमता कसोंटी कहलायेगा। 


| 


त्रिभुजों की सर्वांगसमता 22] 
जी : “0-८२ प्राप्त करने के पश्चात्‌ [जैसा कि उपरोक्त (5) में] हम यह 
भी कह सकते हैं 

428 5 ८० (दिया है) 

८<ट८. ञ <२ . [06) से 
और. 8८ 5 0₹ (दिया है) 
| 4080 5 6९00... (को-भु-को कसौटी से) 
अब हम कुछ उदाहरणों को लेकर इन परिणामों की उपयोगिता प्रर्दर्शत करते हैं। 


उदाहरण 8: आकृति 9.32 में समद्विबाहु त्रिभुज ५80८ की 
बराबर भुजाओं &8 और «४0० पर ऐसे दो बिंदु 7 और 0 
हैं कि ७० - ४0 सिद्ध कीजिए कि ९०-08 


हले : ४8 5 ४० (दिया है) 


<2?80 < ८४0९8 (2) 
(बराबर भुजाओं के सम्मुख कोण 


४0? 5 ४0 [दिया है) 
« 8-27 5 80-«७0 [0) और 8) से|। आकृति 9.32 
या एछ. . - 0८ । 
अब, 6९80 और «0८% में 

ए8 5 0०० ([(४) से 

छए -+- (फ (उभयनिष्ठ भुजा) 
और <?80 - ८0८8 [0) से| 





रु ८० 7 
5780 5 ४008 (भु-को-भु से) आकृत्ति 9.33 
अतः. 7? < 085. (सर्वागसम त्रिभुजों के संगत भाग) 


उदाहरण 6; आकृति 9.33 में 88 «00 है। &४8९ के अध्यंत्त३ में 9 ऐसा बिंदु 
है कि ८080७ ८0८8। 
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सिद्ध कीजिए कि 6५8९ के 28५८ को 0 समद्विभाजित करता है। 
हल : 2080 - 2008 (दिया है) 
छ) < (0 (४7080 के बराबर कोणों की सम्मुख भुजाएँ) 
अब, 0५8) और «५०0 में 


88 + ४0० [दिया है) 
छ) 5 (७ [0) से] 
और. ४0 5 ४7० (उभयनिष्ठ भुजा) 


इसलिए, &#»8) < ४४८0 (भु-भु-भु कसौटी से) 
“800 - ८८५0 (सर्वांगसम त्रिभुजों के संगत भाग) 
अत: ४0, 28५४0 का कोण समद्विभाजक है। 


उदाहरण 7; यदि त्रिभुज के किसी कोण का कोण समद्विभाजक सम्मुख भुजा को 
भी समद्विभाजित करता है, तो सिद्ध कौजिए कि त्रिभुज समटद्ठविबाहु है। 


हल ; हमें दिया है कि ॥५80 की भुजा 8८ पर 9 ऐसा बिंदु कि 
है कि 28४0 - “0४0, 82 - (00 (आकृति 9.34) हमें सिद्ध 
करना है कि ४8-५० 


रचना ; हम ४0 को & तक इस प्रकार बढ़ाते हैं &॥) -08। 
0 और 8 को मिलाइए। 


छ / ( 
अब (४8) और 6४800 में रु प 
8) +- 00 (दिया है) । जे 
80 +- 97 (रचना से) । 
और. ८४08 < ८570 (शीर्षभिमुख कोण) ट 
#087) 5: 80800 (भु-को-भु से) आकृति 9.34 
इसलिए, ४8 5 850 (सर्वाग्सम त्रिभुजों के संगत भाग) ()) 


और. ८880 < “0787 (सर्वाग्सम त़िभुजों के संगत भाग) 
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परंतु. 2880 - 20०४7 (दिया है) 

८0४७0 - <एछ 

80 5 ४0 (७०४४ के बराबर कोणों की सम्मुख भुजाँ) (2) 
अत:, ५8. + #2 [0) और (2) से] 


उदाहरण 8: ४80 एक समद्ठिबाहु त्रिभुज है जिसमें 8 -४0९। भुजा 8 को बिंदु 
9 तक इस प्रकार बढ़ाया गया है कि ४8-४7 (आकृति 9.35)। सिद्ध कीजिए कि 
2800 एक समकोण हे। 


हल : ४8 -< ४० (दिया है) 

“208 < <#30 (७४80 के बराबर भुजाओं के सम्मुख कोण) () 
और भी, #8 < ४7 (दिया है) 

80. 5 ४0 (क्योंकि 85४0 दिया है) 


<2»00 < 2४700 (8७70८ के बराबर भुजाओं के सम्मुख कोण) (2) 
()) ओर (2) का योग करने पर 


“0608 + ८0७0 5८: ८/#४80+ ८020 


या 4800 - ८<2080+ ८8700 | (3) 
परंतु 2800 + 2७80 + 2७00 -80"' (५800 के कोणों का | () 
“2800 + 2800 5< [80 [0) से| 
फ्र 
या 2280) [80 
[800 
अर्थाव 280) रे ऋआएाे 590 /. 


2 


अत: ८80) समकोण है। 


टिप्पणी ; ध्यान दीजिए कि उदाहरण 8 का परिणाम 


उदाहरण 4 (आकृति 9.42) के परिणाम का विलोम है। 8 ९ 
आकृति १.३5 
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उदाहरण 9: 0 पर स्थित प्रेक्षक द्वारा, समतल दर्पण ॥]/ के सामने बिंदु & पर 
रखी वस्तु का प्रतिबिंब, बिंदु » पर देखा गया, जैसा कि आकृति 9.36 में दर्शाया 
गया है। सिद्ध कीजिए कि प्रतिबिंब दर्पण के उतना ही पीछे है जितना कि वस्तु दर्पण 
के आगे है। 


[, “जओए 





आकृत्रि 9.36 


हल : हमें दिया गया है कि &( आपतित किरंण है, 0) परावर्तित किरण है, 
८ बिंदु पर 09,7)/ पर अभिलंब (लंब) है और कोण । तथा + क्रमशः आपतन 
कोण एवं परावर्तन कोण हैं। ॥.0 पर &7' लंब है और 8 (#7' और 70 का 
प्रतिच्छेद बिंदु) प्रतिबिंब है। हमें सिद्ध करना है कि &7' «77 

अब, (१॥४8 (एक ही रेखा पर लंब रेखाएँ समांतर होती हैं) 


8०, (४ और #98 की तिर्यक्‌ रेखा है। 


“08७ < </ (संगत कोण) (0) 
और ८५, 0५ और #8 की तिर्यक्‌ रेखा है। 

“0५४8 < <। (ए्कातर कोण) द (2) 
परंतु... .< < </ (आपतन कोण 5 परावर्तन कोण) 

“(8४ « ८०५४४ (0) और (2) से) () 


औ0 +> 80 (४८४४ के बराबर कोणों की सम्मुख भुजाएँ) (4) 
अब, 8९७7 और 6एछ87 में. 
“टा4 5 &08<90" (दिया है) 
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कर्ण &0 5 कर्ण छ0 [(4) से ] 
भुजा १९ 5 भुजा प८ (उभयनिष्ठ भुजा) 
00807 5 67 (समकोण कर्ण भुजा कसौटी से) 
अतः «7 छ7' (सर्वांगससम त्रिभुजों के संगत भाग) 
टिप्पणी : उपरोक्त (3) पर पहुँचने के पश्चात्‌, हम निम्नानुसार भी आगे बढ़ सकते 
हैं: 40७7 और #(फा' में 
<“0&8 >> ८९8४ 
“#70 « “870 (प्रत्येक 90" 


८“/00' < 280 त्रिभुज के कोणों का योग 80" है, 
तीसरे कोण बराबर होंगे) 


और ०७ +< 0 
इसलिए. 0047 < 0097 (को-भु-को से) 
अतः ४7'-97' (सर्वोग्सम त्रिभुजों के संगत भाग) 


प्रश्नावली 9,2 


।. आकृति 9.37 में, 8८ समद्विबाहु त्रिभुज है 
जिसमें 8-४९ है। 90 और (८४ त्रिभुज 
की दो माध्यिकाएँ, हैं। 


सिद्ध कीजिए कि 80 -(8 





आकृति 9.37 
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2. आकृति 9.38 में, ७8-७९ और 88-00) 
सिद्ध कीजिए कि #&0 - «8 


3, आकृति 9.39 में, #0- 88 और ४8८ पर 
9 तथा ४8 ऐसे बिन्दु हैं कि 90-70 सिद्ध 
कीजिए कि ४85४0 


4. आकृति 9.40 में, 78 -शर, 2778 - 200९२ 
सिद्ध कीजिए कि ए'<?0 


5, यदि आकृति 9.40 में, 70 >ए' और 
<7ए४ - 20४२, तो सिद्ध कीजिए कि 
त्रिभुज १8 समद्विबाहु है। 


गणित 


स्‍ । 
7 
|] 


ि । 3 
| 2! 
आर कर 
9 छ (5 


हि 
आफृधि 9.58 
ै.' 

/ ! 
! 
है 


॥ 


आकृति १,3३५ 


आकृति ५.॥) 


त्रिभुजों की सर्वांगसमता 


6. आकृति 9.4। में, एक ही आधार 8८ पर 


2 
& 
दो त्रिभुज 82 और 708८ ऐसे हैं कि 
58-00 और 7908-70 है सिद्ध कीजिए 
कि 26870 - ८७००0 
|] की ९ 


आकृति 9.4॥ 


7. आकृति 9.42 में, एक ही आधार 82 पर 


& 
दो त्रिभुन 80 और 7080 ऐसे हैं कि 
88-80 और 78-70 है सिद्ध कीजिए 
कि ८४870 < 2५09 हे 
8, सिद्ध कीजिए कि समबाहु त्रिभुज का प्रत्येक 
कोण 60 का होता है। 
8 ( 


आकृति 9.42 
9. त्रिभुज 80 के कोण »&,8 और ८ परस्पर बराबर हैं। सिद्ध कीजिए कि ७»४8८ 
समबाहु है। 


0, समद्विबाहु त्रिभुज 880 में ७8-४० है। 80 और (४, 28 और “८ के कोणों के 
समद्विभाजक हैं। सिद्ध कीजिए कि 80 < (४8। 
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का 
कत 


कल 
8] 


समद्विभाजक हैं। सिद्ध कीजिए कि 80-८8। 
, आकृति 9.43 में, छ0 और (८४8 त्रिभुज 


४80 के दो ऐसे शीर्षलंब हैं कि 80-0४, 
सिद्ध कीजिए कि /«8८ समड्विबाहु है। 


, ४800" एक समद्विबाहु त्रिभुज है जिसमें 


83-४९ सिद्ध कीजिए कि त्रिभुज के 
शीर्षलंब 80 और (# बराबर हैं। 


, आकृति 9.44 में, ७8 । 00 और 982 ८9 


यदि ॥0587 और 707>00, तो सिद्ध 
कीजिए कि ८020 < “८एछए? 


गणित 


हर 
गक 
छ ( 


आकृति 9.43 


किक 


आकृत्ति 9.44 


( 


. 800 समद्विबाहु त्रिभुज है जिसमें &8 - ४0! और &0 त्रिभुज का शीर्षलंब है। सिद्ध 


कीजिए कि ४० त्रिभुज की माध्यिका भी है। 


. 8807 एक वर्ग है। भुजाओं »0 और ४8८ पर क्रमशः ह और ९ ऐसे बिंदु हैं कि 


%४- ४8५४ तो सिद्ध कीजिए कि 8४-५४ और 28०२ - 2४४8४ 7? 


. समद्विबाहु त्रिभुज 82८ में ७8-8० और «5 
तथा “0० के कोणों के समद्विभाजक परस्पर 0 
पर ग्रतिच्छेद करते हैं। सिद्ध कीजिए कि 80- 
0०0 और &0, 28७८० का कोण समद्विभाजक हे। 


, आकृति. 9.45 में, <0ण२ - “९08४ और 


570१ की भुजाओं 0? और एए पर 
क्रमशः ॥॥ और. ४ ऐसे बिंदु हैं कि 
0४-7५, सिद्ध कीजिए कि 07500 
जहां, // तथा 00का प्रतिच्छेद बिन्दु 0 है। 





आकृति 9.45 
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8. त्रिभुज #80 के शीर्षलंब 0 और ए8 ऐसे हैं कि #8-987। सिद्ध कीजिए कि 
80 + 88 


9. समद्विबाहु त्रिभुज ७80 में 0-80 है, तथा ७0 और 7४ शीर्षलंब हैं। सिद्ध कीजिए 
कि ४४-87 


20. त्रिभुज 880 में ८8-20, भुजा 82 पर 9 एक ऐसा बिन्दु है कि ७0, “8७८ का 
कोण समद्धिभाजक है तथा &8 - 0), सिद्ध कीजिए कि 2880 - 720 


(संकेत : 80 पर 9 एक ऐसा बिन्दु लीजिए ताकि 8९, ८8 का कोण समद्विभाजक 
हो। ? तथा 7) को मिलाइए) 


2], निम्नलिखित कथनों में से कौन सत्य ([) हैं और कौन असत्य (67 हैं? 

(0) बराबर भुजाओं के सम्मुख कोण बराबर होते हैं। 

(0) समबाहु त्रिधुज का प्रत्येक कोण 60" होता है। 

(68) किसी त्रिभुज के बराबर कोणों की सम्मुख भुजाएँ असमान हो सकती हें। 

(५) किसी त्रिभुज के दो बराबर कोणों के कोण समद्विभाजक बग़बर होते हैं। 

(४) दो समकोण त्रिभुज सर्वांगसम होते हैं यदि एक त्रिभुज का कर्ण एवं एक भुजा 
क्रमशः दूसरे त्रिभुज के कर्ण एंव एक भुजा के बराबर हों। 

(४) यदि एक समकोण त्रिभुज की कोई भी दो भुजाएं, क्रमश: दूसरे समकोण त्रिभुज 
की दो भुजाओं के बराबर हों, तब दोनों त्रिभुज सर्वांगसम होते हैं। 

(शी) बत्रिभुज की दो बराबर भुजाओं के संगत शीर्षलंबों का बराबर होना आवश्यक नहीं 


है। 
22, निम्न रिक्त स्थानों की पूर्ति इस प्रकार कौजिए कि प्रत्येक कथन सत्य हो 
(0) त्रिभुज के बराबर कोणों की सम्मुख भुजाएँ ...................०५५७४०- होती हैं। 
() त्रिभुज की बराबर भुंजाओं के सम्मुख कोण .......................- ' होते हैं। 
(४) समद्विबाहु त्रिभुज ४80 में ४8-40 है, यदि 8) और ८४ शीर्षलंब हों, तो 
0:0५ व (््है। 


(0५) यदि त्रिभुज #8८ के शीर्षलंब (& और ४ए बराबर हों, तो &8 -........... 
(४) समकोण त्रिभुजों 70१ और 799 में, यदि कर्ण 70-7४, और भुजा एश "708 
तब #0ए0२ 5 .................... | 
(भ) त्रिभुज 880 में, यदि 80-#8 और “0« 80" तब «8 5 ........« ही 

(५४) त्रिभुज ९0२ में, यदि “?- «7? तब 7७0 ..............««-५« ह 


अध्याय 0 


त्रिभुज में असमिकाएँ 


0.] भूमिका ह 

अभी तक का ज्यामिति का अध्ययन मूलतः ऐसी विधियों से संबंधित रहा है, जो उन 
प्रतिबंधों के आधीन हैं जिनके अंतर्गत राशियां जैसे भुजाएँ और कोण बराबर हैं या 
सर्वांगसम हैं (उदाहरण के लिए समद्विबाहु त्रिभुज में समान भुजाएँ या कोण)। ऐसी 
बहुत सी स्थितियाँ होती हैं, जहाँ समानता या सर्वागसमता नहीं होती, फिर भी हम 
दो राशियों की तुलगा कर सकते हैं। ऐसी स्थितियों में दो राशियों के बीच ऐसा 
सम्बंध बनता है जिसे हम असमिका सम्बंध कहते है। असमिका दो मूलभूत बिचारों 
पर ध्यान आकर्षित करती है, यथा 


0) दो राशियाँ बराबर नहीं हैं। 
(() तुलना की जाने वाली दो राशियों में से एक दूसरे से बड़ी (था छोटी) 
है 


याद कीजिए कि हमारे समक्ष ऐसी परिस्थितियाँ आई हैं जहाँ हम ने रेखा-खण्डों 
या कोणों की असमिकाओं कौ चर्चा की है। ध्यान दीजिए कि यद्यपि रेखा-खण्ड और 
कोण मूलतः ज्यामितीय संकल्पनाएँ हैं, फिर भी उनसे संबंधित असमिकाएँ वास्तविक 
संख्याओं के बीच असमिकाएँ है। उसका कारण यह है कि हम भुजाओं की लम्बाइयों 
और कोणों के मार्पों कौ तुलना करते हैं। ये दोनों राशियां ऋणेतर वास्तविक संख्याएँ 
हैं। इस प्रकार, 


!, जब हम कहते हैं कि एक रेखा-खण्ड दूसरे रेखा-खण्ड से बड़ा है, तब 


हमारा तात्पर्य होता है कि पहले रेखा-खण्ड का माप (या लम्बाई) दूसरे 
रेखा-खण्ड के माप से बड़ा है। 
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2. जब हम कहते हैं कि एक कोण दूसरे कोण से बड़ा है, तब हमारा तात्पर्य 
होता है कि पहले कोण का माप दूसरे कोण के माप से बडा है। 

“इस अध्याय में, हम त्रिभुज की भुजाओं और कोणों के बीच कुछ असमिका 

संबंधों का अध्ययन करेंगे। 

0.2 त्रिभुज की भुजाएँ और कोण * 

आरंभ में, मान लीजिए हम एक त्रिभुज 

#&830 की रचना करें जिसकी भुजाएँ 

असमान हों जैसे 8-5 सेमी, 

80-०6 सेमी और 0-7 सेमी ्‌ कद 

(आकृति 0.) अब हम तीनों कोणों 

#&, 8 और 0८ को चांदा (प्रोट्रेक्टर) की 

सहायता से मापेंगें और उनकी तुलना 

करेंगे। हम देखते हैं कि डि ९ 


60० 
28 > 20, 28 > 2७ और 26७ > “९ आकृति 0.॥ 
इस प्रकार, इस आकृति में हम ध्यान देते हैं कि ह 
0) ७&0> 58 और “8>2८0 अर्थात्‌ बड़ी भुजा के सम्मुख कोण बड़ा है। 
(0) &0>80 और ८8>2“& अर्थात्‌ बड़ी भुजा के सम्मुख कोण बड़ा है। 
(0) 80> 028 और <“«> “८ अर्थात्‌ बड़ी भुजा के सम्मुख कोण बड़ा है। 


हम तीनों कोणों ७,8७8 और (0 की तुलना उनको काटकर और एक दूसरे पर 
रखकर भी कर सकते हैं। तब भी हम उन्हीं तीन प्रेक्षणों 6), 6), और (॥) पर 
पहुँचेंगे। दूसरे मापों के त्रिभुजों पर भी यह उपरोक्त प्रक्रिया की पुनरावृत्ति कर सकते 
हैं। प्रत्येक बार हमें प्राप्त होगा कि बड़ी भुजा के सामने का कोण बडा होता है। 
इन प्रेक्षोणंं के आधार पर हम निम्नलिखित परिणाम का कथन लिखते है। 


गुणधर्म 0.] : यदि किसी जिभुज की दो भुजाएँ असमान हों, तो बड़ी थुजा के सामने 
का कोण छोटी धुजा के सामने के कोण से बड़ा होता हे। 


इस पर ध्यान दीजिए कि उपरोक्त परिणाम को पिछले अध्याय में सीखे गए 


232 | गणित 
समद्विबाहु त्रिभुज के गुणधर्मों का उपयोग करके सिद्ध किया जा सकता है। इस 
परिणाम के विलोम के संबंध में हम कया कह सकते है? यह निम्नानुसार हैः 


प्रभेय 0. : किसी त्रिथुज में बढ़े कोण के सामने की थुजा छोटे कोण के सामने 
की भुजा से बड़ी होती है। 


याद कौजिए कि पिछली कक्षाओं में हमने रचना और मापन के द्वारा इस परिणाम को 
सत्यापित किया था। किन्तु, हम इस परिणाम को निम्नानुसार सिद्ध कर सकते हे। 


दिया है ; त्रिभुज 68९ जिसमें 8> 2० 
सिद्ध करना है ; 00> ४8 


उपपत्ति ; ७५80 के लिए केवल तीन निम्न संभावनायें हैं। जिनमें से एक ही सत्य 
होना - चाहिए 


0) 80-88 (0) 8&0<#8 और (0) &0> 88 4 
स्थिति 6) : यदि &0- ४8 तब 
८852९ (समान भुजाओं के सम्मुख कोण) 
परन्तु यह दिए गए तथ्य, अर्थात्‌ 
“8> “(९ का विरोधी है। 
', /&(0# / ४8 आकृति 0,2 
स्थिति (0) ; यदि &0< 68, अर्थात्‌ ७8> 60 


इसलिए ८0०» “9 (बड़ी भुजा के सम्मुख कोण बड़ा होता है) परन्तु यह भी दिये 
गए तथ्य का विरोधी है (दिया है कि 28> 20) इसलिए ४८, ४8 से छोटी नहीं 
है (४0४ 6४8) | 


अतः, हमारे पांस केवल तौसरी संभावना शेष है, अर्थात्‌ &0> 8, यह अवश्य सत्य 
होगी। 


ध्यान दीजिए कि यह उपपत्ति भी "निश्शेषता द्वारा उपपत्ति' (270०४७५ छताक्ाप्रांणा) के 
प्रकार की है। 
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१0.3 त्रिभुज की किन्‍्ही दो भुजाओं का योग 


त्रिभुज के कोणों और भुजाओं के बीच असमिका संबंधों का परीक्षण करने के पश्चात्‌, 
अब हम इस तथ्य का परीक्षण करें कि क्‍या त्रिभुज की तीनों भुजाएँ एक दूसरे से 
किसी प्रकार से संबंधित होती है। इसके लिए, हम कागज पर कोई त्रिभुज &8८ 
बनाते है (आकृति ॥0.3) और उसकी सभी भुजाओं आर्थात #8,8८ और ८४ को 
मापते हैं। अब हम इन भुजाओं के भिन्‍न ५ 
युग्मों अर्थात &8 + 80, 80 + ०» और 
८«»+ 4७8 का योग अलग-अलग प्राप्त करते 
है। हम देखते हैं कि 

(0) ४8+80> (० 


(). छ820+ ०७ > ४8 
छ ( 
(आ) 0०७+ ४8 > 8८: आकृति 0.3 


दूसरे शब्दों में, हमारा प्रेक्षण है कि त्रिभुज की कोई दो भुजाओं का योग तीसरी भुजा 
से बड़ा होता है। इस धारणा की अधिक पुष्टि करने के लिए कक्षा के किसी विद्यार्थी 
को बिंदु 8 से बिंदु ० तक जाने को कहा जाए। यह पूछा जाए कि वह निम्न दो 
रास्तों में से कौन-सा पसंद करेगा (करेगी) 

0) 8 से ०८ तक सीधे जाना 

(0) 8 से #& और, फिर & से ०८ तक जाना 


विद्यार्थी का स्वाभाविक उत्तर होगा "8 से ० तक सीधे जाना क्‍योंकि 88 + 40 > 80" 
उपरोक्त क्रियाओं को दृष्टि में रखकर हम निम्न परिणाम को सत्य मान लेते हें। 


गुणधर्म 0.2: त्रिभुज की किन्ही दो थुजाओं का योग उसकी तीसरी भुजा से बडा 
होता है। 


यह ध्यान में रखिए कि त्रिभुज में बड़े कोण के सामने की भुजा बड़ी होती है इस 
गुणधर्म का उपयोग करके हम उपरोक्त परिणाम को सिद्ध कर सकते हैं। क्या आपको 
याद है कि पिछली कक्षाओं में बहुत सी स्थितियों में हम त्रिभुजों की रचना नहीं कर 
पाते थे, जब उसकी भुजाएँ ऐसी दी गई हों, जैसे कि 5 सेमी, 2 सेमी, 8 सेमी, 
3 सेमी, 4 सेमी, 7 सेमी, 6 सेमी, 8 सेमी, 5 सेमी इत्यादि? क्या आप अब इसका 
कारण बता सकते हैं? 
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ध्यान दीजिए कि 


6) 08+80> ८४ से हम निष्कर्ष प्राप्त करते हैं कि 88 > (५ - 80 अर्थात्‌ 
0७-४0 < 48 

(४) 80+ ९७ > ४8, से हम कह सकते हैं 8८> ७8-0५ अर्थात्‌ 8-९५ 
<फि( 


(0#) ०९७+ ७8 > 80, से हम प्राप्त करते हैं कि ९४ >80- «8 अर्थात्‌ 80- 
४5 < 0५ इस प्रकार हमें गुणधर्म 0.2 का निम्न उपप्रमेय प्राप्त होता है। 


त्रियुज की किन्‍्ही दो थुजाओं का अंवर वीसरी भरजा से छोटा होता है। 


यह ध्यान में रखना रुचिकर होगा कि उपरोक्त गुणधर्म त्रिभुज के कोणों के लिए 
सत्य नहीं हैं। इसका अर्थ यह है कि यह आवश्यक नही है कि त्रिभुज के दो कोणों 
का योग तीसरे कोण से बड़ा हो या त्रिभुज के दो कोणों का अंतर तीसरे कोण से 
छोटा हो। 


0.4 लाम्बिक रेखा-खण्ड सबसे छोटा है 


मान लीजिए हम एक रेखा # खींचते हैं और एक बिंदु 0 लेते हैं, जो उस पर स्थित 
नहीं है (आकृति 0.4)माना 0 से हम रेखा % पर लम्ब 07? खींचते है, बिंदु ? रेखा 
# पर स्थित है। अब, हम बहुत से दूसरे बिंदु (४, ९, 0,/? आदि रेखा #% पर लेते 
हैं ओर प्रत्येक रेखा-खण्ड 000, 00, 00, 02 आदि की तुलना लांबिक रेखा-खण्ड 
से विभाजनी की सहायता से करते हैं। हम देखते हैं कि प्रत्येक रेखा-खण्ड 0५, 
0५, 00, 0? आदि लोबिक रेखा-खण्ड 07? से बड़ा है। इस प्रकार, लांबिक 


3 





आकृति [0.4 
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रेखा-खण्ड 07 सबसे छोया है। इसलिए हम निम्न परिणाम का सुझाव देते हैं; 


गुणधर्म ॥0.3: किसी बिंदु से, जो दी हुई रेखा पर स्थित नहीं है, रेखा तक खींचे 
गए सभी रेखा-खण्डों में से लांबिक रेखा-खण्ड सबसे छोटा होता है। 


इस पर ध्यान दीजिए कि समकोण त्रिभुज एवं उसके गुणधर्म अर्थात्‌ समकोण की 
सम्मुख भुजा (अर्थात्‌ कर्ण) सभी भुजाओं में सबसे बड़ा होती है, का उपयोग करके 
उपरोक्त परिणाम की तर्कसंगत उपपति दी जा सकती है। अब हम कुछ उदाहरणों 
द्वारा इन परिणामों का उपयोग प्रदर्शित करते हैं। 


उदाहरण ॥: आकृति 0.5 में, ७80 में «8 >»0० और भुजा 82 पर 9 कोई 
बिखु है। सिद्ध कीजिए कि 48 > 470 ५ 

हल : ४8 >/८ (दिया है) 

ल्‍' “0०> <8 () 

(बडी भुजा के सामने का कोण) 

अब, ८6708 > 2९ (2) 


(५0700 का बहिष्कोण अंतः अभिमुख 
कोणों में से प्रत्येक से बड़ा है) 
इसलिए, “४708 > 28. [() और (2) से] 8 ए ९ 
में आकृति 0.5 

, #8> 270 (४«४87'ें बडे कोण की अभिमुख भुजा) 


उदाहरण 2: 07078 के अभ्यंतर में ७ कोई बिंदु है। सिद्ध कीजिए कि 80 + हार < 
20) + रे 


: हल : 08 को इतना बढ़ाइये कि वह श्र को "' पर प्रतिच्छेद करे (आकृति 0.6) 


अब, 44९० में, 70+?ए'> 07' 
(त्रिभुज की किन्ही दो भुजाओं का योग तीसरी भुजा से बड़ा होता है) 


अर्थात 7ए0+?'>४0+ श' () 
और «'ए में, | 
8 + पार > हार (2) 


(त्रिभुज॒ की किन्ही दो भुजाओं का योग तीसरी भुजा से बडा होता है) 
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(!) और (2) का योग करने पर, हा 
हमें प्राप्त होता है : 





९0+ ए' + छ7 + पर > 590 + श' + आर 
या 790+ शा + 8 > $0 + धर 

या ए0१+ ९२ > $0 + ४7९ 

अतः, 30+ 87 <70 + एर 


आकृति 80.6 


जदहरण 3३३१ किसी बिंदु ? से, जो रेखा # पर स्थित नहीं है, रेखा ऋ तक खींचे 
गए सभी रेखा-खण्डों में से मान लीजिए एछ) सबसे छोटा है। यदि % पर 8 और 
0 ऐसे बिंदु हैं कि 0,980 का मध्य-बिंदु है, तो सिद्ध कीजिए कि 78-7९ 


हल : हमें दिया है कि बिंदु ? से, जो रेखा # पर स्थित नहीं है, रेखा ऋ तक 
खींचे गए सभी रेखा-खण्डों में से ए) सबसे छोटा है और ऋ पर 8 तथा ८ ऐसे 
बिंदु हैं कि 82-00 (आकृति [0.7) हमें सिद्ध करना कि 78-7८ 


अब, ? से # तक खींचा गया सबसे छोटा रेखा-खंड श) है। (दिया है) 


एछए)247% ए 
अर्थात्‌ 2?08 - 2/00 «90! () 
अबू 078) और #«४0) में 

छा) 5 (0 (दिया है) 


गा 


<ग8 < “श)०॥(॥) से 
और. एछ)  - ए) (उभयनिष्ठ भुजा) 
इसलिए /?8) < 67९७० (भु-को-भु से) 
अतः ए8 - 7९८० (सर्वांग्सम त्रिभुजों के संगत भाग) 


आकृति ॥0.7 
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ज्-ग्ली ॥0. 


. आकृति ।0.8 में, भुजाओं 70 और एछर को ः 
बढ़ाया गया है और 5070 < 27२0 सिद्ध हा प 
कीजिए कि ए२>॥70 हा: हे 
हा 
$३। ८ किम जज वीक फीड कल अल कक. ४६ 
4 कप कर ४ 
४ रु 


आकृषि ॥0.8 


2, आकृति 0,9 में, &?8₹ की भुजा छार पर 
0 एक ऐसा बिन्दु है कि 70-ए९। सिद्ध 
कीजिए कि 7$>7?0। 





आकृति ॥0.9 


3. सिद्ध कीजिए कि समकोण त्रिभुज 
में कर्ण सबसे लंबी (या सबसे 


छ 
बड़ी) भुजा है। १4 कि 
4. आकृति 0.0 में, छएर >70 और 
ए$, 20९२ का कोण समद्विभाजक खो 
है। सिद्ध कीजिए कि <एडर> 0 हे अजज--+++++++> ए 


“7?80 
आकृति 0.0 
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20०, ४&80 के <» का कोण समद्विभाजक 
है, जहाँ ॥) भुजा 8८ पर स्थित है। सिद्ध 
कीजिए कि ४8 >820 और ४0> ४ 


आकृति 0.! में, 8 और (७ चतुर्भुज 
&800 की क्रमशः: सबसे छोटी और सबसे 
बडी भुजाएँ हैं। सिद्ध कीजिए कि 
“0 > 20 और ८8> ८0 


(संकेत : / और ८ को मिलाइए, आदि) 


सिद्ध कीजिए कि त्रिभुज के तीनों शीर्ष 
लंबों का योगफल त्रिभुज की तीनो भुजाओं 
के योगफल से कम होता है। 


आकृति 0.2 में «०00४ की भुजा 08 पर 
$ कोई बिंदु है। सिद्ध कीजिए कि 
ए0 + (१९ + १? > 2705 


आकृति 0.3 में, ७0 त्रिभुन #80 की 
एक माध्यिका है। सिद्ध कीजिए कि 
#8 + 00 > 200 

(संकेत : ») को & तक इतना बढ़ाइए कि 
80-08 और ८ तथा ४ को मिलाइए) 


सिद्ध कीजिए कि त्रिभुज की तीनों भुजाओं 
का योगफल उसकी तीनों माध्यिकाओं के 
योगफल से बडा होता है। 


गणित 


छ 
ै 
छ 0 
आकृत्ति ॥0, 

० 8 ह्‌ 
आकृति 0.82 

छ 9 ( 
आकृति 0.83 


(संकेत : प्रश्न 9 के परिणाम का उपयोग कीजिये) 
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[, 


पु 
॥ 


, आकृति 0.5 में, “४> 2५ और <“0> ८0 


आकृति 0.4 में, बिंदु & से रेखा ऋ तक. ४ 
खींचे गए रेखा-खण्डों में से किस सबसे 

छोटा है। यदि ए२>70 तो सिद्ध कीजिए 

कि 8२> 50 

(संकेत : क्योंकि 87? सबसे 
छोटा रेखा-खण्ड है, 8०? # | 
अब एर पर एक ऐसा बिंदु $ 
लीजिए कि ए8४-7९) 


<ः ॥ 


आकृति 0.]4 


चतुर्भुज ९0२५ के विकर्ण श़र और 0& परस्पर 0 पर प्रतिच्छेत करते हैं। सिद्ध कीजिए 
कि 


() ?०9५१+ 0र + 7२६ + 87? > 0२ + (५ 
(2) ?०0+ 00 +२७ + 5० <2 (0२ + 058) छे 
(संकेत ; 00+ 0$ <?5, आदि) 


सिद्ध कीजिए कि ४0 > ४९ 


आकृति 0.85 
आकृति 0.6 में, 70-श२ और भुजा कं 
शर पर $ कोई बिन्दु है। सिद्ध कीजिए 
कि २5 < 05 

श्र 

ए 


आकृति 40,6 
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5. 


।  छ 
(5 


आकृति 0.7 में, ०070 की भुजा 08 पर १ 
कोई बिंदु है और 5 ऐसा बिंदु है कि «शा कि 
सिद्ध कीजिए कि 70+ ए१ > 05 बट 





, आकृति 0.8 में, &0>&8 और ४0 पर 


ै 
0 ऐसा बिंदु है कि ४8 -४0०)। सिद्ध न हे 
कीजिए कि (000 <8८ ३ जा 


[ संकेत : #8 5 ४0 इसलिए <&80 - 2 
८2708, आदि] 


रनमट ला लंड ध्ध 
जडललणण। 


० 
दिणणी : क्‍या आप पुनः देख सकते हैं #कआाा-जज ४ ० 
कि किन्ही दो भुजाओं का अंतर तीसरी आकृति 0.88 
भुजा से कम होता है? 


]7. निम्न कथनों में से कौन सत्य (() हैं और कौन असत्य (9) हैं? 


60) यदि किसी त्रिभुज की दो भुजाएँ असमान हों, तो बड़ी भुजा के सामने का कोण 
छोटा होता है। 


(४) यदि किसी त्रिभुज के दो कोण असमान हों, तो बडे कोण के सामने की भुजा 
बड़ी होती है। ह 


(0) त्रिभुज की किन्हीं दो भुजाओं का योग उसकी तीसरी भुजा से बड़ा होता है। 

(७) ब्रिभुज की किन्‍्ही दो भुजाओं का अंतर तीसरी भुजा के बराबर होता है। 

(४) किसी बिंदु से, जो दी हुई रेखा पर स्थित नहीं है, रेखा तक खींचे गऐ सभी 
रेखा-खण्डों में से लांबिक रेखा-खण्ड सबसे छोटा होता है। 


(शं) त्रिभुज की तीनों भुजाओं का योग उसके तीनों शीर्ष-लम्बों के योग से कम होता 
है। 
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8. रिक्त स्थानों की पूर्ति इस प्रकार कीजिए कि निम्न कथन सत्य हों: 


() 


(9 


(॥) 


(५) 


(९) 


(५) 


(शा!) 


(शा) 


त्रिभुज की किन्‍्ही दो भुजाओं का योग तीसरी भुजा से ..................--«-«- 
होता है। 


यदि किसी त्रिभुज के दो कोण असमान हों, तो छोटे कोण के सामने की भुजा 
35220: 27 75 होती है। 


किसी बिंदु से, जो दी हुई रेखा पर स्थित नहीं है, रेखा तक खींचे गए सभी 
रेखा-खण्डों में से ..................... रेखा-खण्ड सबसे छोटा होता है। 


त्रिभुज की किन्हीं दो भुजाओं का अंतर तीसरी भुजा से ..................-.५-«- 
होता है। 


यदि किसी त्रिभुज की दो भुजाएँ असमान हों, तो बड़ी भुजा के सामने का कोण 
री कम होता है। 


त्रिभुज के तीनों शीर्ष-लंबों का योग उसके परिमाप से ......................... 
होता है। 


समकोण त्रिभुज में कर्ण ....................---५०--- भुजा है। 
त्रिभुज का परिमाप उसके माध्यिकाओं के योग से ..........-५« होता है। 


अध्याय ॥॥ 


समान्तर चतुर्भुज 





१.4 भूमिका 


हमें ज्ञात है कि चार रेखा-खण्डों से निर्मित 
. बंद आकृति को चतुर्भुज़ कहते हैं। समान्तर 
चतुर्भुन एक विशिष्ट प्रकार का चतुर्भुज है 
जिसकी सम्मुख भुजाएँ परस्पर समांतर होती 
है। आकृति . में #800 एक समांतर 
चतुर्भुज है जिसमें /[0॥80 और ४8॥0 है। 
पिछली कक्षाओं में आपने समांतर चतुर्भुज के 
कुछ गुणधर्मों का अध्ययन किया है। यहाँ 
हम उनको पुनःस्मरण करेंगे और कुछ क्रियाओं 
के द्वारा उनको सत्यापित करेंगे, तथा जहाँ 
आवश्यक हो वहाँ उस की उपपत्ति भी देंगे। 





.2 समांतर चतुर्भुज के गुणधर्म 


हम समांतर चतुर्भुन 800 पर विचार करें, 
तथा ४0 को मिला दें। ४0 उस के विकर्णो 


में से एक है (आकृति .2) 0, समांतर है छत हि 
चतुर्भुन को दो त्रिभुजों में विभाजित करता रू 

है। इन दोनों के बीच क्या संबंध है? हम कि 

समांतर चतुर्भुन 800 को, जो कागज पर रा _ हु श 





खींचा गया है, ८ के अनु काटकर दो हे 
त्रिभुन 8८ और (0) प्राप्त करते हैं आकृति ॥.3 
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(आकृति ।.3)। यदि हम त्रिभुज 00७ को त्रिभुज &80 पर इस प्रकार रखते हैं कि 
बिंदु ०.» पर पड़े और ८७,४८0 क॑ अनु पडे, तब स्पष्टत: ७000७, 8७8८ को पूर्णतः 
ठीक-ठीक ढक लेगा। यह होगा क्योंकि #0< ४९०, 20» - 2४0८४ (एकांतर कोण, 
जब समांतर रेखाओं «0 और 8८ को #८ प्रतिच्छेद करती है) और 00७ - 28७८ 
(एकातर कोण, समांतर रेखाओं &8 और ८०को ८ प्रतिच्छेद करती है)। इस प्रकार 
6»४8०< ५८००७ (को भु को)। अतः हमें निम्न गुणधर्म प्राप्त होता है: 


गुणधर्म ॥.: समांवर चतुर्भुज का विकर्ण उसे दो सबागिसम बत्रिभुजों में विभाजित 
करता है। 


गुणधर्म [. के अनेक परिणाम हैं जिनमें से एक है 

गुणधर्म ॥.2: समांतर चतुर्भ्न की सम्मुख थ्रुजाएँ बराबर होती हैं। 
क्योंकि &&80< ७00। अतः 

#8 00 और 80- ७70। 

इस प्रकार सम्मुख भुजाएँ बराबर हैं। 

गुणधर्म .] का दूसरा परिणाम है 

गुणधर्म ॥.3: समान्तर च॒तुर्धुज में सम्मुख कोण बराबर होते हैं। 

पुनः क्‍योंकि ७७80 5 6070#, हि 





अत; हमें प्राप्त होता है “28-79 


इसी प्रकार 8 और 9 को मिलाने पर (आकृति [[.4) 
8887 < 0९०४8 
2७-2८ : आकृति ॥॥.4 


इस प्रकार सम्मुख कोण बराबर होते हैं। 4 रा 

अब मान लीजिए हम समांतर चतुर्भुज 8800 के दोनों / अर / है 
विकर्णों को खींचते हैं (आकृति .5)। मान लीजिए ये हे 
दोनों विकर्ण बिंदु 0 पर प्रतिच्छेद करते हैं। यदि हम पति: 
#/08 को काटकर &९09 पर इस प्रकार रखें कि », ०८ 

पर पड़े, 8,0 पर पड़े (क्योंकि ६8-८0) तब 0 भी... ्केति व5 








.. थ44 - गणित 


0पर पड़ेगा। क्योंकि 8500, 2८08& -« ८ 000 और <0#&8 -< 000 इसलिए 
4808 2 0000 (को भुको) अत: ॥0<500 और छ0-700। अतः 


गुणधर्म ॥.4: -समांतर चतुर्धुज में विकर्ण परस्पर समद्विभाजित करते हैं। 


अब हम तीन भिन्न प्रतिबंधों की विवेचना करेंगे जिनके अंतर्गत एक चतुर्भुज 
समांतर चतुर्भुज हो जाता है। 


लंबाई में बराबर दो छड़ों &8 और (का एक युग्म लीजिए। छडों का एक दूसरा 
युग्म 70 एवं 7७ भी लीजिए, जो लंबाई में बराबर हों। छड़ों #8 और ८0 को 
?0 एवं 2७ से जोडिए, जिस से कि ऐसा चतुर्भुन बने कि ४, 8, 0, 0 क्रमश: ९, 
२, $, 0 पर पडें। आप क्‍या देखते हैं? चतुर्भुज् हमेशा समांतर चतुर्भुज रहता है। 
(आकृति ,6) 

श खश्ज्ि्शच्य्च्श्स्य छ लण्घण्स्च्च्लस्ल्ल 0 


5 





0 *----लचलःण 9 ए 


() 0) 
आकृति ॥.6 





यह निम्न गुणधर्म के कारण संभव होता है। 


गुणधर्म १.5 ; चतुर्भुज में यदि सम्मुख भुजाएँ बराबर हों, तो वह समान्तर चतुर्धुज 
होता है। | ह 


अब उस चतुर्भुज पर विचार करें जिस के सम्मुख कोण बराबर हों। मान लो 
3800 ऐसा चतुर्भुन है कि 2»-.“20<», और <8-27+->» (आकृति ॥.7) 
तब < 0+८ 8+८ 0+८ 0 52: + 29 + 3600 


>+/ 5८ 80? 

८“&+28<-800- 2 8 + 27 
इसलिए ४0॥ 82 और #8॥ ८0 (गुणधर्म 8.9) 
इस प्रकार ॥800 समान्तर चतुर्भुज है।. आकृति ॥.7 
इस से निम्न गुणधर्म प्राप्त होता है जो कि गुणधर्म .3 का विलोम है। 
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गुणधर्म ॥.6: चतुर्थुज में, यदि सम्मुख कोण बराबर हों, तो वह समांतर चतुर्धुज 


होता है। 


/ है के 
अन्त में हम भिन्‍न लंबाइयों की दो छड़ें 8 2 जा, 


80 एवं 80 लेते हैं और उनके उभयनिष्ठ मध्य ९ हर 
बिंदु 0पर कील लगा देते हैं, जैसा कि आकृति / 3 आ, 
॥.8 में, दर्शित है, जिस से कि उनमें से एक, ८८ _.. ... . झ-" -- -- - 
मान लीजिए 870, 0 के चारों ओर धूर्णन कर आकृति !. हु 


सकती है। 80 की भिन्‍न स्थितियों में, चतुर्भुज 
#800 को बनाइए। हमें किस प्रकार का, चतुर्भुज प्राप्त होता है? हमें सदैव समांतर 


चतुर्भुज प्राप्त होता है। 
यह निम्न गुणधर्म के कारण होता है, जो कि गुणधर्म ।.4 का विलोम है। 
गुणधर्म ।.7 : यदि च॒दुर्भुज के विकर्ण परस्पर समद्विभाजित करते हों, तो वह समांतर 


चतुर्धुन होता है। 


उपरोक्त गुणधर्मों |।.5..6 और ].7 में दिए गए प्रतिबंधों में से प्रत्येक चतुर्भुज 
के समांतर चतुर्भुज होने के लिए पर्याप्त है। इसलिए हम उनमें से प्रत्येक को चतुर्भुज 
का समांतर चतुर्भुज होने के लिए पर्याप्त प्रतिबंध कहते हैं। इन के अतिरिक्त, चतुर्भुज 
का समांतर चतुर्भुज होन के लिए, प्रतिबंधों का एक अन्य समूह हैं। निम्न प्रमेय में 
उसका कथन लिखा है एवं सिद्ध किया हैं 


प्रमेथ [.। एक चतुर्धुञज समांतर चतुर्भुज हांता हैं यादि उस की सम्मुख भुजाओं का 
एक वुग्म परस्पर बंराबर और समांतर हों। 


दिया है ; चतुर्भन ४8८0 जिस में &8॥07 एवं &8<0७ 
सिद्ध करना है : »800 समांतर चतुर्भुज हैं। 
रचना : ४0 को मिलाइए (आकृति ।।.9) 

उपपत्ति : ७8॥ 00 और तिर्यक रेखा 2९ | आह । 
उनको प्रतिच्छेद करती है। कि 


'. ८800- 2“ 00५ (एकांतर कोण) () 
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अब त्रिभुजों ७80 और (0०४ में 
४8. - (४ (दिया है) 
(2 * /&( (उभयनिष्ठ) 
८28७0 < “70४ () से 
58080 5 ०600» (भुको भु) 
इसलिए “४८8 -< “(८०४० (सर्वांगसम त्रिभुजों के संगत भाग) 
अब ४0, 8८ दो रेखाएँ हैं और तिर्यक्‌ रेखा &(७ उनको इस प्रकार प्रतिच्छेद करती 
है कि एकांतर «४08 एवं “ (७) समान हें। 
इसलिए ५/0॥8९८ अब »8॥ ८0 और &0॥ 8८। 
अतः, ७8८0 समांतर चतुर्भुज है। 


.3 कुछ विशेष प्रकार के समांतर चतुर्भज 


(क) यदि किसी चतुर्भुन के सभी कोण बराबर हैं (या उसके सभी कोण समकोण 


हैं), तब उसे आयत कहते हैं। ३ 0, 


क्योंकि सम्मुख कोण बराबर हैं, चतुर्भुग समांतर 
चतुर्भुज होगा ही। आकृति .0 में ४800) एक आयत 
है। पाइथागोरस प्रमेथ का उपयोग करके या अन्य प्रकार 
से, हम देख सकते हैं कि &0<870। इस प्रकार .... आकृति .0 


गुणधर्म .8 : आयत में, दोनों विकर्ण बराबर हैं। 

समांतर चतुर्भुजों के गुणधर्मों से हमें निम्न परिणाम भी प्राप्त होता है 
आयत एक ऐसा समांतर च॒तदुर्भुन होता है जिसका एक कोण समकोण है। 
(ख) एक चतुर्भुन जिसकी सभी भुजाएँ बराबर हों, समचतुर्भुन कहलाता है। 


क्योंकि सम्मुख भुजाएँ बराबर हैं, सम चतुर्भुज हमेशा समांतर चतुर्भुज होता है। 
आकृति .] में #80) एक सम चतुर्भुज है जिसके विकर्ण 20 और' छ बिंदु 0 
पर प्रतिच्छेद करते हैं, क्योंकि वे परस्पर समद्विभाजित करते हैं और 


43 >> 30 5 (2 -)058 


| 
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हम देख सकते हैं कि चारों त्रिभुज, जिन में 
यह विभाजित हो जाता हैं, यथा &»00, 
७ ४083, «७008 और «0००00 सर्वागसम हैं। 
इसलिए “0070 < ८७08 < “008 < “2007 
क्योंकि इन चारों का योग 360" है अत; 
प्रत्येक एक समकोण है। इस प्रकार हमें प्राप्त 


होता है 





आकृत्ति .॥] 
गुणधर्म .9 : समचतुर्धुज में, विकर्ण परस्पर समकोण पर समद्विभाजित करते हें। 


हम यह भी कह सकते हैं कि यदि समांतर चतुर्भुज की कोई दो आसन्न भुजाएँ बराबर 
हैं, तो वह समचतुर्भुज होता है। 


(ग) एक चतुर्भुज को वर्ग कहते हैं यदि उस की सभी भुजाएँ बराबर हैं और उस 
के सभी कोण बराबर हैं। इस प्रकार वर्ग एक आयत है और समचतुर्भुज भी। इसलिए 
हमें प्राप्त होता है (आकृति .2) 


गुणधर्ग 8.0: एक वर्ग में, विकर्ण बराबर होते हैं और परस्पर समकोण पर 
समद्रिभाजित करते हैं। 


ग 0 
हमने देखा है कि आयत, समचतुर्भुन और वर्ग सभी हु 
समांतर चतुर्भुज हैं। अब हम उन प्रतिबंधों का परीक्षण आई 
करेंगे जिनके अंतर्गत एक समांतर चतुर्भुज आयत, समचतुर्भुज है 

या वर्ग होता है। हमें ज्ञात है कि समांतर चतुर्भुजों में आह 


विकर्णो का बराबर होना आवश्यक नहीं है, जेबकि आयतों 
में वे बराबर होते हैं। 


मान लीजिए हम दो बराबर छड॒ ७0 और 89 





लें और उन के मध्य बिंदुओं पर कील या स्क्रू की है मम 
सहायता से, उन्हें जोड्‌ दें। यदि हम इनके सिरे. ॥ ४ का 2 
को मिलाएँ तो सदैव एक आंयत होगा। 9 ऑि  ॥॥ 
इन छड़ों की भिलन-भिन्‍न स्थितियाँ लेकर हम इस ५, 7 आ वि, 
क्रिया की पुनरावृत्ति कर सकते हैं (आकृति .3])])।. एछ | / 


इस प्रकार हमें प्राप्त होता है आकृति ॥.॥3 
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गुणधर्म ॥.: वि समांतर च॒तुर्धु के विकर्ण बराबर हों, तो वह आय होता है। 


हमने यह भी देखा है कि समांतर चतुर्भुज के विकर्णों का परस्पर लम्ब होना 
आवश्यक नहीं है, जबकि समचतुर्भुज के विकर्ण हमेशा परस्पर लम्ब होते हैं। अत; 
जब विकर्ण परस्पर लम्ब होते हैं, तब समांतर चतुर्भुन को समचतुर्भुज हो जाना 
चाहिए। इसे देखनें के लिए हम असमान लंबाइयों की दो छडें लेते हैं और दोनों के 
मध्य बिन्दुओं पर एक कील इस प्रकार लगा देते हैं कि. एक छड इसके परितः घूम 
सकती है। इस को ऐसा घुमाइए जिससे कि वे समकोण पर हो जायें। उनके सिरों 
को मिलाइए जिससे कि समांतर चतुर्भुक बन जाये। हम क्या देखते, हैं? आकृति एक 
समचतुर्भुज है (आकृति ।.4) यह निम्न गुणधर्मों के कारण संभव होता है: 


गुणधर्म ,2: यदि समांतर चतहुर्धुज को विकर्ण ह 2.- जप डक कल कप 
परस्पर लम्ब हो तो वह एक समचतुर्भज होता है।.. एफ. जा 
हर कि, 
अन्तत: क्‍योंकि एक वर्म आयत एवं समचतुर्भुज आम 
दोनों होता है, हम निष्कर्ष निकालते हैं: बट, मे का 
0 पा 8 यम आप कल *फे 
गुणधर्म .3: यदि समांतर चतुर्धुज को विकर्ण आकृति .व4 - 


बराबर हों ओर लंब हों, तो वह एक वर्ग होता है। 
उपरोक्त गुणधर्मों का उपयोग प्रदर्शित करने के लिए अब हम कुछ उदाहरणों पर ध्यान 


देते हैं। 


उदाहरण ॥: सिद्ध कीजिए कि एक समांतर चतुर्भुव के कोण समद्विभाजक एक आयत 
बनाते हैं। 


हल : ४8८0 एक समांतर चतुर्भुज है जिसके 
कोण समद्विभाजक चतुर्भुजग ?(२५ बनाते हें 
(आकृति ॥,5)। हमें सिद्ध करना है कि यह 
आयत है। यहाँ 2»का अर्धक #? और 28 
का अर्धक छाए परस्पर $ पर प्रतिच्छेद करते हैं। 





। ] 
इसलिए, ८85 + < ४88 - वर (४8+< 8) .... आकृति ॥.5 


+ 7 *800 (१0॥8९ और «8 उनको प्रतिच्छेद करती है) 


समान्तर चतुर्भुज 249 


., 2809 + ८ ७85 > 90" क्‍योंकि 2808 + ८ ७898 + ८ ४58 - 80" 
. ८488-90" इस प्रकार <२5?- 90" (८ ए57 और ८ /58 शीर्षामिभुख हैं)। 
इसी प्रकार, हम सिद्ध कर सकते हैं कि 
८ 8२0 - 90", 70२ - 90" और « 8०0 - 90" 
अत: 7078 एक आयत है। 


उदाहरण 2; #800 एक समांतर चतुर्भुज है (आकृति .6) और 7? तथा 0 क्रमशः 
सम्मुख भुजाओं ७8 और 0) के मध्य बिंदु हैं। यदि ४0 और 707, $ पर प्रतिच्छेद करते 
हों और 80 एवं ८०, पर प्रतिच्छेद करें,तो सिद्ध कौजिए कि 7807२ समांतर चतुर्भुज 
है। 





हल. : हमें ज्ञात है कि 
0०- > #8- + 00-०० 
2 2 ५ 
और. «७०॥९0 | (९, 2 छ 
इसलिए प्रमेय .] से ४९0९ समांतर चतुर्भुज है। आकृति .6 
विशेषकर »0॥7८ या 80॥ए7९। ._£ | 


' इसी प्रकार 0087 समांतर चतुर्भुनण है और इसलिए 0700॥$7। 
अतः 780२ एक समांतर चतुर्भुज हे। 


॥ 


उदाहरण 3; समांतर चतुर्भुन ४800 में विकर्णछा)पर दो बिंदु ? और 0३इस प्रकार 
स्थित हैं कि 77-80। सिद्ध कीजिए कि ४९०0 समांतर चतुर्भुज है। 


हल : आकृति .77 में समांतर चतुर्भुज 800 के विकर्ण छ पर दो बिंदु ? 
और 0 इस प्रकार स्थित हैं कि 07-80। हमें सिद्ध करना है कि ४०८0 समांतर 
चतुर्भुज है। त्रिभुजों »श) और 009 में 


80. + 70 (दिया है) 
00. 5 80 (समांतर चतुर्भुन 4820 की सम्मुख भुजाएँ) 
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और < 607 < 080 (एकोतर कोण जब 80 समांतर रेखाओं ७) और 


80 को प्रतिच्छेद करती है) 
6/ 9) & 0०0४8 (भु को भु) 


|) 


श्र 


॥ 


00 (सर्वांगसम त्रिभुजों 
के संगत भाग) 


इसी प्रकार त्रिभुजों 020 और &08 को लेकर 
हम सिद्ध कर सकते हैं कि ः 








(? सर 0५३। आकृति ॥॥.87 
अतः: गुणधर्म .5 से 67९०९ समांतर चतुर्भुज है। 


प्रश्नावली ॥॥.॥ 


. एक समांतर चतुर्भुज में, यदि कोई विकर्ण एक कोण को समद्विभाजित करता है, तो सिद्ध 
कीजिए कि वह सम्मुख कोण को भी समद्दिभाजित करेगा। 


हर छे छि 

2. यदि ४8८0 एक चतुर्भुज है जिसमें &8॥ ८० और ॥ 
80-80, तो सिद्ध कीजिए कि <2&> “४. 
[संकेत : 88 को बढ़ाइए और 78 के समांतर गा / 


रेखा ८5 खींचिए (आकृति ॥.8)]। आकृति ॥.8 


3. एक समांतर चतुर्भुज में, दर्शाइश कि दो आसनन्‍न कोणों के कोण समद्विभाजक समकोण 
पर प्रतिच्छेद करते हैं। 


4. &8009 एक समांतर चतुर्भुज है और विकर्ण छ0 पर & तथा ० से डाले गए लंब 
४7? तथा 00 हैं। सिद्ध कीजिए कि ७९-००! ह 


5. 88 और ८० दो समांतर रेखाएँ हैं और एक तिर्यक रेखा &8 को 5 पर तथा ८7० 
को ५ पर प्रतिच्छेद करती है। सिद्ध कीजिए 
कि अन्त: कोणों के कोण समद्विभाजक एक 
आयत बनाते हैं। 

6. आकृति .9 में, ४8 ॥ ०0, ७8 - ९0, . 
&0॥ श॒र और &८0 - एर। ह 
सिद्ध कीजिए कि 80॥00१ और 80< 0ए, आकृति .9 
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7. निम्नलिखित कथनों में से कौन सत्य () हैं और कौन असत्य (7 हैं? 
60) समांतर चतुर्भुज में, विकर्ण बराबर होते हैं। 
(8) समांतर चतुर्भुज में, विकर्ण परस्पर समद्ठिभाजित करते हैं। 
(69) समांतर चतुर्भुज में, विकर्ण समकोण पर प्रतिच्छेद करते हैं। 


0५) किसी चतुर्भुज में, यदि सम्मुख भुजाओं का एक युग्म बराबर है, तो वह समांतर 
चतुर्भुज होता हैं। 


(४ यदि चतुर्भुन के सभी कोण बराबर हैं, तो वह समांतर चतुर्भुज हैं। 
(शं) यदि चतुर्भुन की सभी भुजाएँ बराबर हैं, तो वह समांतर चतुर्भुज हैं। 
(शो) यदि चतुर्भुन की तीन भुजाएँ बराबर हैं, तो वह समांतर चतुर्भुज हैं। 
(शा) यदि चतुर्भुज के तीन कोण बराबर हैं, तो वह समांतर चतुर्भुज हैं। 


।.4 ज़िभुजों और समांतर रेखाओं सम्बन्धी कुछ अन्य प्रमेय 


अब हम समांतर चतुर्भुजों के गुणधर्मों का उपयोग करके त्रिभुज के कुछ और गुणधर्मो 
का अध्ययन करेंगे! पिछली कक्षाओं में, हमने देखा है कि यदि त्रिभुज की दो भुजाओं 
के मध्य बिन्दुओं को मिलाया जाता है, तब प्राप्त रेखाखण्ड तीसरी भुजा के समांतर 
और लम्बाई में उसका आधा होता है। अब हम इस गुणधर्म की उपपत्ति देते हें। 


प्रमेथ .2 : त्रिधुज की वो धुजाओं को मध्य बिचुओं को मिलाने वाला रेखाखण्ड 
तीसरी भुजा को समांवर और उसका आधा होता हैं। .. 


दिया त्रिभुज ॥80 में, ४8 के मध्य बिन्दु ? तथा &० के मध्य बिंदु 0 को मिलाया 
गया है। (आकृति .20) 


सिद्ध करना है : ?0॥ 80 और 


2५0८ 


(> [ 5 


रचना : ?0को 7? तक बढ़ाइए जिससे कि 





7९0 - 0९१, 0१ को मिलाइए 


आकृति .20 
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उपपत्ति : त्रिभुजों 807 और ८0४ में, 

80. + (0०६(दिया है) 

४९0. < 00 (रचना) 

“४0? - ८०0४ (शीर्षाभिमुख कोण) 

65७0७? 5 «000४ (भुको भु) ह 
विशेषकर, #?. 5 (४ (सर्वागसम त्रिभुजों के संगत भाग) () 
और. ८7५0 5 27२00 (सर्वागसम त्रिभुजों के संगत भाग) 


पुनः तिर्यक रेखा #0 रेखाओं ४8 और ८ को प्रतिच्छेद करती है और एकांतर कोण 
ए४0 तथा 7०0० बराबर हैं। 


57 ॥ 0ए या छए ॥ एए 
पुन. ४७ 5 /? (दिया है) 
और. ४7० 5 ९0०९ (से 
। छए 5 (८ए 
अब छए + 0२ और छ8९॥८४२ 
। प्रमेय .] से, ए8एाश एक समांतर चतुर्भुज है। 
शए्‌ < 80 और श२॥ 80 (समांतर चतुर्भुग की सम्मुख भुजाएँ) 


] ] (क्योंकि 
इसलिए ए0 « यर शशित्य ९ (क्योंकि ९१ - 0₹) 
और ए0॥४8९० 

निम्न :प्रमेय, प्रमेथ [.2 का विलोम है। 


प्रमेय .3 : त्रिशुज की एक थुजा के मध्य बिंदु से, एक अन्य थुजा के समांवर 
खींची गई रेखा तीसरी धुजा को समद्विभाजित करती है। 


दिया है : त्रिभुज 880 में, ७8 के मध्य बिंदुएसे 80के समांतर खींची गई रेखा एक 
तीसरी भुजा &0को 0पर प्रतिच्छेद करती है।, 


सिद्ध करना है ;*४५२-८५९९० 
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रचना ; #8 के समांतर रेखा 08 खींचिए जो कि 80 को बिंदु ४ पर प्रतिच्छेद 
करे (आकृति [.2।)। 
उपपत्ति : ?0॥ छा? (दिया है) 

?8 ॥ 07 (रचना) 

7९0२8 समांतर चतुर्भुज है और इसलिए गुणधर्म .2 से 


ए8 न. (२ "५ (॥) 
क्योंकि ९, ४8 का मध्य बिंदु है, अत; &#75?8 ..... (2) 
५. 0४ ८ /9 [0) और 0) से) ... (3) 
पुन. 00॥ ४8 और तिर्यक्‌ रेखा ४८ उनको प्रतिच्छेद करती हैं 
८7200 - < 7४0 (संगत कोण) ... (4) 5 
अब 70॥ 8८ और 0८ उनको प्रतिच्छेद करती है, लो 
2700 < <70# (संगत कोण) ...6)५ पा हक ८ 
त्रिभुजों 0२० और &70), में, कर आज 
08. + /४, 2२0०५ ८7९४0, 2700 5 2०0८ ((3). (4) और (5) से) 


॥ 


650२0 < &७०४7?0 (को को भु) 


0९ - 5 #४0 (सर्वांग्सम त्रिभुजों के संगत भाग) 
श्प्पणी £ (4) कला | उपयोग करने के बदले, हम निम्नानुसार भी आगे बढ़ सकते हें। 
८070 -< “४70, (क्योंकि 00॥ &? और १९॥ 70), 
और. ८7२०0 < ८70४ (संगत कोण) 
४9. 5 (१ का उपयोग करके 
0२0. 5 .७07?0 (को भुकौ ) 
निम्नलिखित प्रमेय तीन समांतर रेखाओं के एक विशिष्ट गुणधर्म से सम्बन्धित है। 


254 ह गणित 


सुश्येव का. : यदि तीन गा अधिक समांतर रेखाएँ दी हों और उन के द्वारा एक विर्वक 
रेखां पर बनाये यये आंत: खण्ड बराबर हों वो किसी अन्य विरवक्‌, रेखा पर संगत 
अंत: खण्ड थी बराबर होंगे। 


हम तीन समांतर रेखाओं के लिए प्रमेष को सिद्ध करेंगे, इस का विस्तार तीन 
से अधिक रेखाओं के लिए भी किया जा सकता है। 
दिया है : ॥## तीन समांतर रेखाएँ हैं और दो त्तिर्यक्‌ रेखाएँ &8 तथा (0) उनको 
क्रमश: 8,9,0 एवं म,,] बिन्दुओं पर प्रतिच्छेद करती हैं। और &४-|0 


सिद्ध करना है ; प्रात पा 8. नल अर 
रचनी : | से, &8 के समांतर रेखा दा, रु रॉ व 
खींचिए (आकृति ॥.22)। हि कार न शा आग 
उपपत्ति ; छछए॥ छा (रचना) 85875 ली 8 म 

छाट॥ छा (दिया है) 8४५, ःः 

हाटाए समांतर चतुर्भुज है और गुणधर्म 77.2 से... जाकृति ॥॥.33 

क्नरएहा रे (१) 
इसी प्रकार प्ा.6 समांतर चतुर्भुज है और गुणधर्म ].2 से 

छ0  + वा, । हक (2) 
क्योंकि कक +< 7७६(दिया है) 
ल्‍ दा #+ ा, 8 (3) 
पुनः: /॥# और तिर्यक रेखा 07) उन को प्रतिच्छेद करती है, 

“पता ७ “7, (एकांतर कोण) रे (4) 
'त्रिभुजों हप्ता और, में, 

छा - ता (3) से 


<एपा - “पा, (4) से 
और <दात््‌ ७ ८॥77 (शीर्षभिमुख कोण) 
5 (ता £ 8) (को भु को) 
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अत; पता - ग (सर्वांगसम त्रिभुजों के संगत भाग) 
अब हम कुछ उदाहरणों पर ध्यान देते हें। 


उदाहरण ५ : एक चतुर्भुज 820) के विकर्ण परस्पर लम्ब हैं। दशाईये कि उसकी 
भुजाओं के मध्य बिन्दुओं को मिलाने से निर्मित चतुर्भुन एक आयत है। 


एल : मान लीजिए चतुर्भुज »809 के विकर्ण 
#(९' और 879 परस्पर लम्ब हैं। भुजाओं 8, 80, 
(0 और ७0% के मध्य बिंदु क्रमशः ?, 0,0, और 
$ हैं (आकृति .23)। हमें सिद्ध करना है कि 
ए07९8 एक आयत हे। 





त्रिभुज 680 में, ९४ रेखाखण्ड भुजाओं &8 और 
&0 के मध्य बिन्दुओं को मिलाता है। इसलिए 


आकृति ॥,33 
प्रमेय .2 से 
] 
78 ॥ 80 और ए५ -य छ0 २ () 
इसी प्रकार ॥800) पर विचार करने से, हमें प्राप्त होता है 
] 
(0१॥ छा) और 07२ < प्र ठ0 कि (2) 


()) और (2), से प्राप्त होता है। ए9॥ 0१ और ९५४८ 0४९ 
अत; प्रमेय .] में, 707२५ समांतर. चतुर्भुज है। 
पुन: ॥ 080 में 70 रेखाखण्ड भुजाओं ७8 और 8८ के मध्य बिन्दुओं को मिलाता 
है। अतः प्रमेय .2 से 
ए0॥ ७0 और 70 < प्र #0 पा न (3) 

()), से ए४॥8) और (3) से ए९0॥४०, परिणामत: ?५$, ९0 पर लम्ब है क्योंकि 
80, 2८ पर हम्ब है। 
इसलिए 700४४ आयत है। 


256 गणित 
उदाहरण 5: समलम्ब #800 में, असमांतर भुजाओं #0 और छ८ के मध्य बिन्दु 
क्रमश: 8 ओर + हैं (आकृति [.24) 
सिद्ध कीजिए कि 

बर | 
6) 87॥ ७8 ओर () #ऋर« प्र (४8+ ९००) 





हल : 88 को मिलाइए 8: और ८9को बढ़ाइए जिससे ला 
कि वे 7 पर प्रतिच्छेद करें। त्रिभुजों #क और 87 में... /.. क 
बिंदु है ्न्ध्न्न्य्ांक्रक 
0१... 5 50 (8, ४8 का मध्य बिंदु है) ८5 
् ली हर 

</फरए 5 <ए/0 (एकाँतर कोण) (7 “--- अंडे आप 

< #88 < 277? (शीर्षाभिमुख कोण) अऑकितिंत 7४ 

4458 5 8777 (को को भु) शा 
इसलिए छह 5 78 (सर्वागसम त्रिभुजों के संगत भाग) ५१ मै 
और 88. +- 0 (सर्वागसम त्रिभुजों के संगत भाग) ४०४ « 2) 


अब 8870 में, भुजा छ? का मध्य बिंदु 8 है, (!)) से और 8८ का मध्य बिंदु 
४ है (दिया है) 


इसलिए प्रमेय .2, से 


| है 
%॥7०९ ओर छर7 « न 


] 

अर्थात, ॥87४॥४8 ओर एप « 2 (१०+०९) 
| ह 

7 (08+00) (2) से 


उदाहरण 6: आकृति ॥.25 में, «80 एक त्रिभुज 
है, &00 माध्यिका है और #0 का मध्य बिन्दु 8 है। 
88 को मिलाया गया है और बढाया गया है जिससे 
कि वह 8४0 को ए बिंदु पर प्रतिच्छेद करती है।. 


सिद्ध कीजिए कि ॥४- दर ५0 





आकृति ॥.25 
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हल : मान लीजिए (# का मध्य बिंदु ४ है। 008 को मिलाइए। 70 में भुजाओं 
छए और (क्र के मध्य बिंदु क्रमश: 0 और ॥॥ हैं। इसलिए प्रमेय .2 से 
छा ॥ छः या प्र ॥ 0५ 


पुनः त्रिमुज 69५ में, &0 का मध्य बिंदु छ है और सम ॥ फाश। 
अत: ॥.3 से 9, ४५ का मध्य बिंदु होगा। 
अर्थात्‌ ##«7४-५४८ (70 का मध्य बिंदु |/ है) 


] 
अत; #&४# ८ तर 4 (, 
प्रश्नावली .2 


।. सिद्ध कीजिए कि एक वर्ग की क्रमागत भुजाओं के मध्य बिंदुओं को मिला कर बनाया 
गया चतुर्भुज भी एक वर्ग होता है। 

2. सिद्ध कीजिए कि आयत कौ क्रमागत भुजाओं के मध्य बिच्दुओं को मिलाकर बनाया गया 
चतुर्भुज समचतुर्भुज होता है। 

3, #800 एक समचतुर्भुज है। ७8, 80, 00, 08, के मध्य बिन्दु क्रमशः ?,0,7२,$ हैं। सिद्ध 
कीजिए कि ?07२५ एक आयत है। 


4. सिद्ध कीजिए कि किसी चतुर्भुन की क्रमागत 
भुजाओं के मध्य-बिन्दुओं को मिलाने से बना 
चतुर्भुज (आकृति !.26) समांतर चतुर्भुज होता 
है। 


5, ॥&82का “8 समकोण है और 7? भुजा 
#&० का मध्य-बिंदु है। सिद्ध कीजिए कि 
] ् है | छ 
ए8<570- 7 & 
१4 7 4९ 


(संकेत : 9 से होती हुई' ,80 के समांतर 
रेखा खींचिए, जो| ४8 कोः:6 पर मिलती हो) 


6, आकृति ॥3.27 में, समलंब #8ट0 की भुजा (डा ै 
80 का मध्य बिंदु छ है, तथा &8॥702८ *है। आकृति ॥॥.27 


ता ४ 
+ 
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, आकृति 4.29 में, 6880 में 8-80 ॥। बिन्चु 0,8.9 


. समांतर चतुर्भुन ४800) में छ और 7 क्रमशः भुजाओं 


गणित 


8 से ४8 को समांतर खींची गई रेखा 80 से 
ए पर मिलती है। दर्शाईये कि 7 भुजा छ8८ 
का मध्य बिन्दु है। 

संकेत ; ५८ को मिलाइए) 


&,8 दो बिन्दु, रेखा । के एक ही ओर स्थित 
हैं। 0 और 87 रेखा । पर लम्ब हैं जो रेखा 
। को क्रमशः 0) और ४8 पर मिलती हैं। ०, 
88 का मध्यबियु है। (आकृति ॥.28) सिद्ध 
कीजिए कि 00०0-०४ आकृति ॥!.28 


संकेत ; 0 से । पर लम्ब 0५ खींचिए) 





दर्शाइए कि चतुर्भुज की सम्मुख भुजाओं के मध्य बिन्दुओं को मिलाने वाले रेखाखण्ड 

परस्पर समद्विभाजित करते हैं। 

त्रिभुज ॥80 में, भुजाओं &8 और &८ पर क्रमश: बिंदु ॥॥ और ४ इस प्रकार लिए 
] ] ] 

गए हैं कि ४७ - प्र्व8 और #|प- प्र १0। सिद्ध कीजिए कि शाप 5-8८ 


क्रमश: भुजाओं 82, &0 और «४8 के मध्य बिन्दु हैं। 
सिद्ध कीजिए कि रेखाखण्ड, ४]) रेखाखण्ड पए पर लम्ब 
है, और इस के द्वारा समद्विभाजित होता हे। 





४8 और ८० के मध्य बिंदु हैं। सिद्ध कीजिए कि #ए रे न 
और ८४8, रेखाखण्ड और विकर्ण छा) को तीन बराबर ऑकत 8] 
भागों में विभाजित करते हैं। 9,020 2; 


. 8800 एक समचतुर्भुज है और #8 को & तथा ए की ओर इस प्रकार बढ़ाया गया 


है कि &8४- ४3-४० | सिद्ध कीजिए कि ॥0 और 7८ परस्पर लंब है। 


- त्रिभुज ४8८ के शीर्ष & से होकर जाने वाली किसी रेखा पर छा५ एवं ८४ लंब है। 


यदि [, भुजा 80 का मध्य बिंदु है, तो सिद्ध कीजिए कि. ॥./ - 7 प 
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|॥ आकृति ॥॥.30 में, ॥#, और # तीन समांतर 
रेखा तिर्यक रेखा 0 के द्वारा क्रमश: बिन्दुओं 
88 और € पर और हिर्यक रेखा 4 के द्वाग 
कमश! बिन्ुओं 0, 8 ओर 7 पर प्रतिच्छेदित 
की जाती हैं। यदि ॥8:४87-:2 पिद्ध 
कीजिए कि 08: <]:2 


(केत : 80 के मध्यविंदु से एक रेखा ॥ के 
समांतर खौंधिए) 

| रिक्त स्थानों कौ पूर्ति कौजिए : 
0) समद्रिबाहु त्रिभुज की भुजाओं के मध्य बिंदुओं को मिलाने से निर्मित ब्रिभुज 





आकृति ।.00 


00, होता है। 
) एक समकोण ब्रिभुज की भुजाओं के मध्य बिन्दुओं को मिलाने से निर्मित त्रिभुज 
, होता है। 


(॥) एक चतुर्भुव की क्रमागत भुजाओं के मध्य बिल्‍्कुओं को मिलाने से निर्मित आकृति 
कक | क्‍ 
(४) यदि तीन समांतर रेखाएँ एक रेखा को जिन दो अन्त;खंडों में विभाजित करती . 
हैं, उनकी लंबाइयों का अनुपात 3 हो, तब इन्हीं समांतर रेखाओं द्वारा किसी, 
दूपरी रेखा पर बनाए गए दो अन्तःखंडों को लंबाइयों का अनुपात ,.......... है। 


अध्याय 42 





2.। भूमिका 


अगर आप शब्दकोश देखेंगे तब आप पाएंगे कि बिन्दुप्थ का अर्थ है बिन्दुओं का 
मार्ग! इस अर्थ से कोई सोचेगा कि किन्हीं प्रतिबन्धों के अन्तर्गत गतिमान बिन्दु का 
बिन्दुपध वह वक्र है जो उन प्रतिबंधों के अन्तर्गत उस के द्वारा अनुरेखित हो। फिर 
भी, गणितीय दृष्टि से बिन्दुपप उपरोक्त से कुछ अधिक है। बिन्दुपध को अधिक 
यथार्थतः समझने के लिए हम निम्न उदाहरणों पर ध्यान देते हैं: 


(!) यदि समतल में एक कण इस प्रकार गतिमान है कि जी 


वह उस समतल में स्थित एक नियत बिन्दु से हमेशा अचर 
दूरी पर स्थित हो, तो उम्त गतिमान कण का पथ क्या होगा? 
मान लीजिए 0 नियत बिन्दु है और 4 अचर दूरी है। गतिमान 
बिन्दु ? का पथ एक वृत्त होगा (आकृति 2.), जिसका आकृति 24 
केन्द्र 0 तथा त्रिज्या ४ होगी। 

(2) यदि एक कण इस प्रकार गतिमान है कि वह ए 
एक दी हुई रेखा से अचर दूरी पर रहे, तो उसका पथ.“ 
क्या होगा? दी हुई रेखा £ एवं अचर दूरी ८ हो, तो. ४७४४९१७७४७७७ 
गतिमान कण का पथ दो समांतर रेखाएँ % और #होंगी. ॥ +.0ह0ह.0तहतत 
जो कि रेखा £ के समांतर हैं तथा उससे ८ दूरी पर 
उसके दोनों ओर स्थित हैं (आकृति 2.2)। | अप 


उपरोक्त उदाहरणों में हमने देखा कि कोई कण जब कुछ प्रतिबन्धों के अन्तर्गत 
गतिमान होता है, तब वह एक ज्यामितीय आकृति को अनुरेख करता है। इस 
ज्यामितीय आकृति को ही कण का किन्दुप्थ कहते हैं। 


बिन्दुपथ और त्रिभुजों की संगामी रेखाएँ ु 26] 


ज्यामिति में बिन्दु भौतिक वस्तु नहीं है। हम बिन्दु का निरूपण करने के लिए अति 
अल्प परिमाण के कण का विचार करते हैं। उपरोक्त को दृष्टि में रखकर हम कहते 
हैं कि किन्हीं प्रतिबंधों के अंतर्गत किसी बिन्दु का बिन्दुपध वह ज्यामितीय आकृति है _ 
जो कि उसको निरूषित करने वाले कण के द्वारा अनुरेखित है। अतः हम कहते हैं ; 
किन्हीं प्रतिबंधों को अतर्गी एक बिचु का बिल्‍ुफ्ध वह ज्यामित्रीय आक्ति है, जिसका 
प्रत्येक बिदु दिए यए ग्रतिबंधों को संतुष्ट करता हैं 
उपरोक्त परिभाषा में समाहित दो पूरक विचारों पर ध्यान दीजिए ; 
() दिए गए प्रतिबन्धों को संतुष्ट करने वाला प्रत्येक बिन्दु बिन्दुपथ पर स्थित है और 
.()) बिखुपथ का प्रत्येक बिन्दु दिए गए प्रतिबंधों को संतुष्ट करता है। 

बिन्दुपध से संबंधित किसी प्रमेय के सिद्ध करते समय उपरोक्त दोनों भागों 
6) और (#) को ध्यान में रखना होता है। 


ए 

१2.2 दिए हुए दो बिन्दुओं से सम-दूरस्थ बिस्दु 

मान लीजिए & और 9 दो बिन्दु दिए हैं। हमें बिचु 7 का 

बिन्दुपथ इस प्रकार ज्ञात करना है कि, 7७-78 | मान लीजिए 

? बिन्दु की स्थिति आकृति १2.3 में दर्शायी गयी है। आल कट 7 
मान लीजिए ४, ४8 का मध्य बिन्दु है। ५ को मिलाइए। आकृति ॥2.3 


हम देखते हैं कि दोनों त्रिभुज ?४॥/ और 78) सर्वागसम हैं 
(भुभु भु)। 

अतः “?/« - “ए?श8 और इसलिए प्रत्येक समकोण है। 
अत; 7, रेखाखण्ड &8 के लंब समद्विभाजक पर स्थित है। 
विलोमत: रेखा खण्ड »8 का लंब समद्विभाजक ?0 खींचिए 
(आकृति 2,4)। उस पर कोई भी बिन्दु ० लीजिए। दूरियाँ ०& हि 
और (८8 मापिए। आप देखेंगे कि दोनों दूरियाँ हमेशा बराबर हैं। .. आकृति ॥2.4 
अतः हमें प्राप्त होता है 

गुणधर्म 42,8 : उस बिल्‍ु का बिनल्‍्ुप्थ जो दो दिए हुए बिनदुओं से सम-दुरस्थ हो, 
इन बिचुओं को मिलाने वाले रेखा खण्ड का लम्ब-समद्रिधाजक होता है। 
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अब हम कुछ उदाहरणों पर ध्यान देते हैं। | ए 
उदाहरण ॥: एक दिए हुए आधार पर निर्मित 3. 

समद्विबाहु त्रिभुजों के शीर्ष का बिन्दुपथ ज्ञात कौजिए। ््ा आप 

हल : मान लीजिए ४8 दिया गया आधार है। और ह | 

८ समद्विबाहु त्रिभुज का शीर्ष है (आकृति 72.5)।.. #: गाल छ 
री 0 लक आकृति ॥2.5 


इसलिए उपरोक्त गुणधर्म से, आधार 68 का 
लम्ब-समद्विभाजिक ४, का बिन्दुपथ होगा। 


उदाहरण 2: एक सीधी छड॒ ऊर्ध्व समतल में एक दीवार और कमरे के फर्श के 
बीच फिसल रही है। छड॒ के मध्य बिन्दु का बिच्दुपध ज्ञात कौजिए। 


हल : मान लीजिए 07 फर्श है और 00 कमरे की दीवार है। #8 सरल छड़ है, 
जिसका मध्य बिन्दु / है। तब &08 समकोण त्रिभुन है। 0५ मिलाइए 


(आकृति 2.6) 0 


को तो और । की 
जिसका केंद्र 0 और त्रिज्या 0५ - पर हे (वास्तव 0 7: 
में बिन्दुपथ वृत्त का चतुर्थाश 8 ७४५ होगा) आकृति 2.6 * 





] है 
0४ पर 58, जो कि अचर है। 


इसलिए बिन्दु (/ स्थिर बिन्दु 0 से अचर दूरी 
पर रहता है। अतः ४ का बिन्दुपध एक वृत्त है 





प्रश्नावली ॥2,] 


. 5 सेमी पा का वृत्त दिया है, उस बिन्दु का बिन्दुपथ ज्ञात कीजिए जो वृत्त से 2 सेमी 
दूरी पर है। 


» 0, रे वृत्त के केन्द का बिन्दुपध ज्ञात कीजिए जो .दो दिए हुएं बिन्दुओं से होकर जाता 
| 


3. एक ही आधार एवं अचर क्षेत्रफल बाले त्रिभुजों के शीर्ष का बिन्दुपथ ज्ञात कीजिए। 
4. 0 सेमी त्रिज्या बाले वृत्त की त्रिज्याओं के मध्य बिन्दुओं का बिन्दुपथ ज्ञात कीजिए। 
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5. (782 और ७080 एक ही आधार पर एक ही ओर ए 
दो समद्विबाहु त्रिभुज हैं (आकृति 2.7)। दर्शाइए कि ह १8] 
रेखा खण्ड ९0 आधार 80 के लम्ब-समंधह्िभाजक ः 
पर स्थित है। ह 


6, यदि प्रश्न 5 में दोनों समद्विबाहु त्रिभुज 780 और 2 
08८ एक ही आधार पर विपरीत दिशा में स्थित श्् हर ग 
हों छ नणयाज-+- 
हों, तब क्‍या होगा? आकृति ॥2.7 


7. सिद्ध कीजिए कि यदि किसी चतुर्भुज के विकर्ण परस्पर समकोण पर समद्विभाजित करते 
हों, तो वह समंचतुर्भुज होगा। 


8. उस बिन्दु का बिन्दुपथ कया होगा जो तीन असंरेखीय बिन्दुओं ४,8 और ८से समान 
दूरी पर हों? अपने उत्तर की पुष्टि कौजिए। 


9. उंस बिन्दु का बिन्दुपध क्या होगा, जो तीन संरेख बिन्दुओं &,8 और ८ से समान दूरी 
पर हों? अपने उत्तर की पुष्टि कीजिए। 


0. £, रेखाखण्ड 70 का लम्ब-समह्ठिभाजक है और 
बिन्दु ? रेखा ४ के उसी ओर है जिस ओर बिम्दु 
? है। रेखाखण्ड 0२, रेखा £ को बिन्दु 5 पर 
' काटता है (आकृति 2.8)। 





आकृत्ति 2.8 


सिद्ध कीजिए कि एफ + हार - 08 


, उस बिन्दु का बिन्दुपथ ज्ञात कीजिए जो कि रेखाखण्ड ४8 कं अंत्य बिन्दुओं से 
समदूरस्थ हो एवं उस के मध्य बिन्दु से 4 सेमी की दूरी पर हो। 


कन+ 
कर 


]2.3 दो प्रतिच्छेदी रेखाओं से समदूरस्थ बिन्दु 


मान लीजिए रेखाएँ £ और #, बिन्दु 0 पर प्रतिच्छेद करती हैं। हमें उस बिन्दु ? 
का बिन्दुपध ज्ञात करना है जो £ और # से समान दूरी पर है। मान लीजिए £ 
या # से 7 की दूरी ८ है अर्थात्‌ ? से £ या % पर डाले गए लम्ब रेखाखण्ड 
की लम्बाई 4 है। यदि 4-0 तब 7 दोनों € और ऋ पर स्थित है। अत: 7? और 
0 संपाती हैं। इसलिए 0 भी ?के बिन्दुपय पर एक बिन्दु है। 


यदि 4#0,7 से रेखाओं # और ऋ पर लम्ब श, तथा एश खींचिए 
(आकृति 2.9), 07 को मिलाइए। यह सरलता से सिद्ध किया जा सकता है कि 
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१श,0 5 4९५४० ५ ) 
इसलिए, ८?0, + ८7९0५ हु. 0१, 82 ली 
अत: 07, 2४०0, का कोण समद्विभाजक है। न! 22. +-+ 
इसलिए. 2७0, का कोण समद्विभाजक + रू मे 
बिन्दुपप का एक भाग है। बे 5२० 
इसी प्रकार, हम दर्शा सकते हैं कि 2/00' आकृति ॥2.9 


का कोण समद्विभाजक भी बिन्दुपपष का एक 
भाग है। अब यदि हम दोनों प्रतिच्छेदी रेखाओं 
£* और # के कोण समद्विभाजक »8 या 00 
पर कोई बिन्दु एलें और ? से खींचे गए लंब 
एश॒, और 79५ मापें, तब हमें प्राप्त होता है कि 
वे बराबर हैं (आकृति 2.0) अत; 


गुणधर्म 2.2: उस बिन्दु का बिलुफ्थ जो 
दी हुई दो प्रतिच्छेदी रेखाओं से समदूरस्थ हो, 
इन रेखाओं से बने कोणों को समाद्विभाजित | 
करने वाला रेखा-बुग्म होता है। आकृति 2.0 


उदाहरण 3: ४8 और (9 दो रेखाएँ बिन्दु 0 पर प्रतिच्छेद करती हैं। उस बिन्दु 
ए का, बिन्दुपथ ज्ञात कीजिए जिसकी ४8 और (9 से दूरियों का योग अचर राशि 
ष््है। ह 


हल : मान लीजिए कि बिन्दुपध पर एक 
बिन्दु ? इस प्रकार है कि ए,+ ए(<]८ 
(आकृति 2.!) 0० के समांतर और 
उस से ४ दूरी पर एक रेखा 77 खींचिए। 
मान लीजिए एए और ४8 बिझु 0 पर 
प्रतिच्छेद करती हैं। तब ? का बिन्दुपथ 
“४078 का कोण समद्विभाजक होगा, 
क्योंकि श॒,+ ए७ «४६८ शार 5 एप + एश 


अत: ए. - एप . आकृति 3] 
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गजनावली 2.2 


।. त्रिभुज &80 में, 2७ का कोण समद्विभाजक औ 

#ऊ5,8०८ को 5६ पर प्रतिच्छेद करता है। . हा ७ 

'ह,। 08 और हाश । 0 (आकृति 2.2)। 

कया हा, 5५ है? कारण सहित अपने 

उत्तर की पुष्टि कौजिए। छ तर ८ 
2, ब्रिभुज के अंदर उस बिन्दु का बिन्दुपथ ज्ञात आकृति 2.2 

कीजिए जो कि त्रिभुज की तीनों भुजाओं से 

समदूरस्थ है। ! कं 
3, एक कोण 940 दिया हुआ है और रेखा £ भुजाओं | 


58 और «0० को क्रमश: 9 तथा 0 प्रतिष्छेद करती दम छ 
है (आकृति 2.3)। आप 70 पर वह बिन्दु 5 कैसे मि न 
ज्ञात करेंगे जो कि &8 और ४0 से समदूरस्थ हो? आवक १07 


क्या ऐसा बिन्दु हमेशा विद्यमान होगा? 


4, चतुर्भुधत ४800 के “8 और ८० के कोण समद्विभाजक 7 पर प्रतिच्छेद करते हैं। 
दर्शाईये कि 7 सम्मुख भुजाओं ४8 और ८० से समदूरस्थ है। 


5. उस बिन्दु का बिन्दुपथ ज्ञात कीजिए जो कि दो प्रतिच्छेदी रेखाओं ७8 और ८७ से. 
समदूरस्थ हो और उनके प्रतिच्छेद बिन्दु 0 से 5 सेमी की दूरी पर हो। 


6. रिक्त स्थानों की पूर्ति कीजिए: 


0) दो प्रतिच्छेद रेखाओं से समदूरस्थ बिन्दु का बिन्दुपथ .......... यु है। 
0) दो समांतर रेखाओं से समदूरस्थ बिन्दु का बिन्दुपथ ..............५००५५०५५५५- है। 


4+१+५०%१+१%१००१०+५+०५+ + 


॥2.4 त्रिभुज की संगामी रेखाएँ 

याद कीजिए कि तीन या अधिक रेखाएँ संगामी कहलाती हैं यदि वे सभी एक ही 
बिन्दु से होकर जाती हैं। उभयनिष्ठ बिन्दु को संगमन बिन्दु कहते हैं। हम त्रिभुज 
से संबंधित बहुत सी संगामी रेखाओं के उदाहरणों पर विचार करेंगे। 
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याद कीजिए कि त्रिभुज के किसी शीर्ष और सम्मुख भुजा के मध्य बिन्दु को 
मिलाने वाले रेखा खण्ड को त्रिभुज की एक माध्यिका (7०020) कहते हैं। तदनुसार 
त्रिभुज में तीन माध्यिकाएँ होती हैं, और उस रेखा खण्ड को, जो त्रिभुज के किसी 
शीर्ष से, सम्मुख भुजा पर लम्ब हो, त्रिभुज का एक शीर्ष-लम्ब (॥0प0०) कहते हैं। 
इसलिए, त्रिभुज में तीन शीर्ष-लम्ब होते हैं। त्रिभुज में भुजाओं के तीन लम्बार्धक 
(एछथफथ्ाधणाक्षा ॥5००075) होते हैं। हम देखेंगे कि त्रिभुज में तीनों, कोण समद्दिभाजक, 
शीर्ष-लम्ब, भुजाओं के लम्बार्धक और माध्यिकाएँ संगामी होते हें। 












मान लीजिए ७80० एक त्रिभुज है जिस में ८8 अर 
और 20० के कोण समद्विभाजक पर प्रतिच्छेद करते 2 /| न । 
हैं। ॥ को मिलाइए (आकृति 2.4)। 288 और. “6 ॥ 
“८» को मभाषिए। आप देखेंगे कि दोनों कोण बराबर 2 आना 
हैं। इसलिए /।॥, 2» का कोण समद्विभाजक है। अत: की ९ 
गुणधर्म ॥2.3: त्रिथुज को तीनों कोण समद्रिभाजक एक ५ 
ही बिन्दु से होकर जाते हैं अर्थात्‌ संगामी होते हैं। र्‌ 

बिन्दु [ को त्रिभुज ४80 का अन्ताकेंद्र रे | है 
(॥००॥/७) कहते हैं। कोण समद्विभाजक के गुणधर्म 6, 
से | से तीनों भुजाओं पर खींचे गए लम्ब बराबर ( | । 
होंगे। यदि [ को केंद्र और ॥ से किसी भुजा पर र हि 
खींचे गए लम्ब को त्रिज्या मानकर वृत्त खींचा आह रु 
जाए, तब यह वृत्त त्रिभुज की तीनों भुजाओं को आकृति ॥2.5 


स्पर्श करेगा। इस वृत्त को त्रिभुज का अन्तःवृत्त 
(॥भा००) और उसकी त्रिज्या को त्रिभुज की 
अन्त;त्रिज्या (7४0४४) (आकृति 2.5) कहते हैं। 


अब मान लीजिए #8८ एक त्रिभुज है और 
उसकी भुजाओं ४8 और #८ के लंबार्धक 0 पर ४ 
प्रतिच्छेद करते हैं। 0 को भुजा 8८ के मध्य 
बिन्दु 9 से मिलाइए। «070 को मापिए (आकृति 
2.6) आप पायेंगे कि «000 एक समकोण है। 
इस प्रकार 00 भुजा छ८ का लंबार्धक है। अतः 





आकृति 2.6 
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वाणर्धा ॥2.4 किसी त्रिभुज की भुजाओं के लंबार्धक एक ही बिदु से होकर जाते 
हैं अर्थात्‌ संगामी होते हैं। 


बिलदु 0 को त्रिभुज ४80 का परिकेद्र (आण्या८०आ॥0०) कहते हैं। लंबार्धकों के 
गुणधर्म से, बिन्दु 0 तीनों शीर्षों से समदूरस्थ है अर्थात्‌ 0808-00 इस दूरी 
को त्रिभुज की परित्रिज्या (आल्णराब््ताए3) कहते हैं और उस वृत्त को जिसका केंद्र 
0 तथा त्रिज्या 0& है, त्रिभुज &80० का परिवृत्त (आण्णालाण०) कहते हैं। यह 
आवश्यक नहीं है कि त्रिभुज का परिकेंद्र त्रिभुज के अंदर हो। यह त्रिभुज के अभ्यंतर 
में, त्रिभुज पर या त्रिभुज के बाहय क्षेत्र में हो सकता है। यह क्रमशः: इस पर 
निर्भर करेगा कि त्रिभुज न्‍्यून कोण है, समकोण है या अधिक कोण त्रिभुज 
(आकृति 2.7 0), 00), (0)) है। 








ि । 
22 ह हे । 
है. हि न ्‌ री हम “रप कप 
7 ० हब छ “ने नि 
2 
छ रन लिवर लेक फिर गण ७ छ 8 नए 50" 0 


() ह '.. () 0) 
आकृति ॥2.7 द 
निम्न लिखित प्रमेय में हम सिद्ध करेंगे कि त्रिभुज की माध्यिकाएँ संगामी होती हैं। 


प्रमेय 2. : तिधुज की माध्यिकाएँ एक ही बिच से होकर जाती हैं और वह बिल 
प्रत्येक माध्यिका को 2:] के अनुपात में विभाजित करता है। 


दिया है ; 2७४3९ में, माध्यिकाए, छछ और 8 

(फ बिन्दु 6 पर प्रतिच्छेद करती हैं। ४0 को हे 

मिलाया गया है और बढ़ाने पर वह 80 को व 

बिल्‍ु 0 पर मिलती हैं। दे दर रु 


8८2: 0. २४" 
सिद्ध करना है : ४70 भी माध्यिका है अर्थात्‌ 0 


>. , | ४ 
80-00 और 06, 00, 88 और (क को हि 
2:] के अनुपात में विभाजित करता है। आकृति ॥2,8 
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स्समा : 80 को 9 तक बढ़ाइए जिससे कि ४0-07 हो। छ? और (८४? को 
मिलाइए (आकृति 2.8) 


उपपत्ति : त्रिभुज ४४87 में रेखाखण्ड 70, 28 और ४87 के मध्य बिन्दुओं क्रमश: 
9 और 06 को. मिलाता: है। इसलिए, प्रमेय .3 से, 705॥787? इसी प्रकार 4७07 
में, 657॥70 या 80॥7८ इसलिए 806८7 समांतर चतुर्भुज है। 


पुनः समान्तर चतुर्भुज के गुणधर्म .4 से उसके विकर्ण 5? और 98८ परस्पर 7 पर 
समद्विभाजित करते हैं। 


इसलिए 89-00, एवं 60 < 07 


] ] 
पुन; (7)2<- ठ 097> 3 #४ 
३; &0: 0052: । 
। ॥ 
और. 65 ठ छः (प्रमेय .3 से) 
॥ 
80- 7 00 (87-00, समांतर चतुर्भुज को सम्मुख भुजाएँ) 


((5:(७0४-2: 
इसी प्रकार 80:08-2 : । 
इसलिए 5, ७0, 88 और (छ को 2:] के 
अनुपात में विभाजित करता है बिदु 6 को 
त्रिभुज ४8९ का केन्द्रक (वथाएणं०) कहते हैं। 
अन्त में हम त्रिभुज के तीन शीर्ष-लम्बों के आकृति 2.9 
प्रकरण पर विचार करें। मान लीजिए ४80 
एक त्रिभुज है जिसमें दो शीर्ष-लम्ब 88 और (फ बिन्दु प्त पर प्रतिच्छेद करते हैं। 
#म को मिलाइए और बढ़ाइए जिस से कि वह छ८ को 7 बिन्दु पर मिले 
(आकृति 2.9) 
“७700 को मापषिए। हमें ज्ञात होगा कि “470८ समकोण है। 
इसलिए ४0 त्रिभुज ७80 का शीर्ष-लम्ब है। अतः 





बिन्दुपध और त्रिभुजों की संगामी रेखाएँ * ग 


गुणधर्म 2.5: बत्रिथुज के तीनों शीर्ष-लम्ब संगामी होते हैं। 


बिन्दु प्त को त्रिभुज 880 का लम्ब-केंद्र (॥४४००७॥7०) कहते हैं। यहाँ भी पुन; त्रिभुज 
का लंबकेंद्र त्रिभुज के अभ्यंतर में, हो सकता है या, त्रिभुज पर या त्रिभुज के बाहय 
क्षेत्र में। यह क्रमशः इस पर निर्भर करेगा कि त्रिभुज न्‍्यून कोण, समकोण या अधिक 
कोण त्रिभुज है। (आकृति [2.20 0), 6), (9) ॒ 


7 म्प 


८८ 





0) ता). (0) 

आकृति 2.20 
उदाहरण 4: यदि किसी त्रिभुज की दो माध्यिकाएँ बराबर हों, तो सिद्ध कीजिए कि 
वह समद्ठिबाहु त्रिभुज है। 


हल : «५७४८ में (आकृति 2.2), 85-(४ जहाँ & और 7 क्रमशः ४0 और «8 
के मध्य बिन्दु हैं। हमें सिद्ध करना है कि &8-&0। 
माना कि 88 और (# का प्रतिच्छेद बिन्दु 6 है। प्रमेय [2.] से 86: 08<2 : । 
और ९06:06४-2:| 
अब छ8<-(% तथा 86- २ 88, 00 « (0 त्फ्र 
80. 5 (०0 
इसी प्रकार 70. 5 छ60 
त्रिभुजों 897 और (८68 में 
छठ ना छए0 
860. - (6 
और ८708 - 2780८ (शीर्षाभिमुख कोण) 





आकृति ॥2.2॥ 
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0 5 ४068 (भुकोभु) 


छर 5 (४ (सर्वाग्सम त्रिभुजों के संगत भाग) 
या ् #+ शक ह 
या #क_र +5 /2८ 


उदाहरण 5: दर्शाइए कि त्रिभुज की कोई दो माध्यिकाओं का योग तीसरी माध्यिका 
से अधिक होता है। 


हल : आकृति 2.22 में, &80 एक त्रिभुज है जिसमें ७0, 87 और (#माध्यिकाएँ 
हैं। हमें सिद्ध करना है कि 


80 + 88 > ( 
60+ (7० 88 
छ8+ (४ > #70 
हम सिद्ध करेंगे, 88+ (४ > ७0 
#9 को बिन्दु ? तक. इस प्रकार बढ़ाइए कि 0-07 हो। ए८ और 78 मिलाइए। 


प्रमेय 2] के अनुसार यह सिद्ध किया जा सकता है कि 80"? एक समान्तर चतुर्भुज 
है। अतः 


80-7९ 
500 में, 
0(0+ ९५ > 0४ 
या. 00+86> 80 (७605-67 और 7ए2<80) 


या >क+>फ्ा>>00 
कु तय अजय 





88+ (७> 60 
इसी प्रकार अन्य दो असमिकाओं को भी सिद्ध किया जा सकता है। 


बिन्दुपथ और त्रिभुजों कौ संगामी रेखाएँ 27] 


॥ 


पड 


जा 


पा 


8, 


, त्रिभुज ॥80 का लंबकेन्द्र ए है। दर्शाइए कि प्रिभुन 78९ 


. त्रिभुज 8८ समद्विबाहु त्रिभुज है, जिसमें ॥8- /९॥ 0, 


. हैं। 


, मन, त्रिभुज 80 का लंबकेन्द्र हे और 5, ९, 7 कमश: &प्तन, छ॒पत और (प्र के मध्यक्िन्दु 


प्रश्यावली ॥2,3 
त्रिभुज ॥80 में, माध्यिकाएँ 0, 87 और (% बिर्;ु 6 प्र प्रतिच्छेद करती हैं। 


3 
दशादिए कि 88+ 09» ) 80 


(केत : 80+00>80) 


, त्रिभुज 8८ में, माध्यिकाएँ ॥0,88 और ( बिन्दु 6 पर प्रतिच्छेद करती हैं। दर्शाइए 


कि, 4(७0 + 88+ 0) >3(08 +80+ ९७)। 


. त्रिभुज #80 की भुजाओं छ0(५,/8 के मध्यविद्दु. & 


क्रमश: 0,8 और # हैं (आकृति 2.23)। दर्शाइए कि छा, . 
80 को समद्विभाजित करती है। 


का ल॑ंब केन्द्र & है। 





भुजा 8८ का मध्य बिन्दु है। दर्शाहए कि परिकेन्द्र, कि 
अन|केन्द्र, लंबकेन्द्र और केन्द्रक सभी रेखा ॥0 पर स्थित पति 2.23 


हैं। दर्शादए कि प्त, त्रिभुज हए7 का भी लंबकेन्र होगा। 


. उस बिन्दु का बिन्दुपथ ज्ञात कौजिए जो त्रिभुज की तीनों भुजाओं से समदूरस्थ हो। 


उस बिन्दु का बिन्दुपथ ज्ञात कौजिए जो त्रिभुज के तीनों शीर्षों से समदूरस्थ हो। 


_ अध्याय ॥3 


क्षेत्रफल 


33.] भूमिका 

पिछली कक्षाओं में आपने कुछ क्षेत्रों, जो कि ज्यामितीय आक्ृतियों जैसे त्रिभुज, 
चतुर्भुज, समांतर चतुर्भुक आदि के द्वारा सीमित हैं, के क्षेत्रफल की अवधारणा का 
अध्ययन किया है। हम ऐसे क्षेत्रफल को क्रमश: त्रिभुज, चतुर्भुज, समांतर चतुर्भुज 
आदि का क्षेत्रफल कहते हैं। यहां हम इन आकृतियों में से कुछ के क्षेत्रफलों के 
संबंध में कुछ परिणामों की विवेचना करेंगे और कुछ प्रतिबंधों के अंतर्गत उनके बीच 
विशिष्ट संबंध प्राप्त करेंगे। 


 १3.2 समरांतर चतुर्भुजों और जिभुजों के क्षेत्रफल - 
इस अनुच्छेद में पहले हम एक प्रमेय सिद्ध करेंगे। 


प्रमेय 3.। : एक ही आधार पर और एक ही समांतर रेखाओं को बीच के समांतर 
चतुर्भजों के क्षेत्रफल बशबर होते हैं। 


दिया है ; दो समांतर चतुर्भभ ४800) और 
९800 जिनका आधार 80 है और जो 
समांतर रेखाओं 80 और &0 के बीच में तर ह 
हैं (आकृति ॥3.।)। क 
आकृति 3.] 


20 : ? 9 0 





सिद्ध करना है ; क्षेत्रफल ४800 > क्षेत्रफल 78८0 
उपपत्ति : त्रिभुजों 87 और 700 में 


८28/0 < ८०00 [संगत कोण, जब समांतर रेखाओं »8 और 00 
को ४0 प्रतिच्छेद करती है) 
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“87७ 5 “2०८0० (संगत कोण, जब समांतर रेखाओं छए? और ०0 


को ४0 प्रतिच्छेद करती है) 
03. 5 700 (समांतर चतुर्भुज 800 की सम्मुख भुजाएं) 
०. 5287 & ४000 को को भु) 
इसलिए क्षेत्रफल 6487 - क्षेत्रफल ४7000 


». क्षेत्रफल &७४87 + क्षेत्रफल छ00- क्षेत्रफल 4000 + क्षेत्रफल 8200 
अत; क्षेत्रफल &800 - क्षेत्रफल ए8८0 


टिप्पणी : "एक ही समांतरों के बीच' का अर्थ है कि आधार एक रेखा पर स्थित 
है और शेष सम्मुख शीर्ष दूसरी समांतर रेखा पर स्थित हैं। 


प्रमेथ 3. का निम्न परिणाम त्रिभुज के क्षेत्रफल से संबंधित है। 


गुणधर्म 3.।: एक ही आधार और एक ही समांतर रेखाओं को बीच के त्रिथुजों के 
क्षेत्रफल: बराबर होते हैं। 


यहां ४30 और 7४8८ दो त्रिभुज हैं जो कि एक ही आधार 8८ और समान 
समांतर रेखाओं 82 और «7? के बीच स्थित हैं। मान लीजिए हम दो समांतर चतुर्भुजों 
की रचना करते हैं, जिनका आधार 80 है और आसनन्‍न भुजाएं, एक में 68 ओर 
दूसरे में 8 हो। मान लीजिए ये क्रमशः: ४800 और 780२ हैं। ध्यान दीजिए कि 
ये समांतर चतुर्भुन भी एक ही आधार 80८ और समान समांतर रेखाओं 80 और &९? 
के बीच हैं। इसलिए प्रमेय 3.] से वे क्षेत्रफल में बराबर हैं अर्थात्‌ 


क्षेत्ररल ४800 < क्षेत्रफल ए2८7२ प्र 8 7०7 0 ४ए 
] | । 
« ट्र॒ कैत्रफल ॥800- टू. क्षेत्रफल एछटार | 
न ध ध न 
अत; क्षेत्रफल ७080 - क्षेत्रफल 078८ - // 
(क्योंकि विकर्ण समांतर चतुर्भुज को दो छ ८ 
समान त्रिभुजों में विभाजित करते हैं) आकृति ॥3.2 


आपने समांतर चतुर्भुज और त्रिभुज के क्षेत्रफल ज्ञात करने के सूत्रों का अध्ययन पहले 
किया है। हम उनका पुनःस्मरण करते हैं: 
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समांतर चतुर्भुज' का क्षेत्रफल - आधार >»- संगत शीर्षलम्ब 


# 
| ञ | 
त्रिभुज का क्षेत्रफल > दर आधार & संगत शीर्षलम्ब 4 
यदि हम आकृति 3.3 का संदर्भ लें, तब हि 
॥। ४ क 
5280 का क्षेत्रफल - उ्र 30280 ४ : हे हिल 


यहां हमारे पास तीन राशियां हैं, /५80 का आकृति (3.3 
क्षेत्रल, आधार 80 और शीर्षलम्ब ४0 | 


दो त्रिभुजों में, यदि कोई भी दो बराबर हैं तो तीसरी अपने आप बराबर है। इस 
प्रकार हमें प्राप्त होता है: 


भुणधर्म ॥3.2: बराबर क्षेत्रफल और बराबर आधार वाले त्रिथुजों को संगत शीर्ष॑लम्ब 
भी बराबर होते हैं। 


उदाहरण |; दर्शाइए कि त्रिभुज की कोई माध्यिका उसको समान क्षेत्रफल वाले दो 
त्रिभुजों में विभाजित करती है। 

हल : मान लीजिए ७8८ एक त्रिभुज है जिसमें माध्यिका ४0 उसको दो त्रिभुजों 
080 और ४009 में विभाजित करती है (आकृति 3.4)। हमें सिद्ध करना है कि 
दोनों के क्षेत्रफल बराबर हैं। शीर्ष & से आधार 8८ पर शीर्षलम्ब 88 खींचिए। अब 


4४४79 का क्षेत्रफल >> वर 30248 
ह ] 
* (५४209 का क्षेत्रफल < वर 2९५48 
दे 89 » ७8 
घट 2 £. 





(क्योंकि 82-/00) 


, /4४87 का क्षेत्रफल 0४८09 का क्षेत्रफल 


आकृति 83.4 


टिप्पणी ; उपरोक्त उदाहरण के परिणाम का उपयोग त्रिभुज को समान क्षेत्रफल के 
४ त्रिभुजों में विभाजित करने में किया जा सकता है। केवल आधार को # बराबर 


क्षेत्रफल 775 


भागों में बांट दीजिए और इन बिन्दुओं को सम्मुख शीर्ष से मिलाइए। सभी त्रिभुजों 
का क्षेत्रफल समान होगा। 

उदाहरण 2: यदि ४800 समलंब है जिप्तमें #॥॥(४), तो दर्शाइए कि उस का 
क्षेत्रफल निम्न से दिया जाता है; 


पर (७8 + 00) » (४५8 और (7) के बीच की दूरी) 


में & 8 
हल : आकृति ॥3.5 में ७8८7) समलंब है 
जिसमें &8॥00 (&8<0) 
४ और 8 से भुजा ८0 पर लम्ब 8, और 
४8५ खींचिए। छ [| ७ 
आकृति 3,5 


तब यदि 5, «83)/ > | 


क्षेत्रल 88000 « आयत &78|/ा, का क्षेत्रफल + 6५0०, का क्षेत्रफल + 
68/0 का क्षेत्रफल 


| 
< 209 »]+ हु 79,>»॥+ ठ्र 4 कै सी। | 


नह है 7(७ 88 + 2. + (९) 
] 
+ पर ॥88+ 000 + एा.+ 00) (५ #857.४) 


] 
चर यर ॥](88 + (0) 
उदाहरण 3: यदि 0 त्रिभुज 8८ का केन्द्रक है, तो सिद्ध कीजिए कि ४028 का 
[ 
क्षेत्रफल > यु 448८ का क्षेत्रफल 


हल ; 482८ एक त्रिभुज दिया है जिसमें 6 केन्द्रक है, उसे & ओर 9 से मिलाया 
गया है। 
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हमें सिद्ध करना है कि 
| 
&0/98 का क्षेत्रफल - हा 5830 का क्षेत्रफल 


&0 को बढ़ाइए जिससे कि वह 80 को 9 पर प्रतिच्छेद करे, तब 9 भुजा 8८ 
का मध्य बिंदु है (आकृति 3.6)। 


[! ] धर ' 
क्षेत्रफल &/87- क्षेत्रफल &800> 2. क्षेत्रफल 888८ (उदाहरण । से) 


५ में ्छ 
पुनः: 5, 0 को 2:। अनुपात में विभाजित करती है अर्थात &06< ब्र00 


» क्षेत्रफल 8043 - पर क्षेत्रल 6487) 
(क्योंकि संगत शीर्षलंबों 
का वही अनुपात है) 


2 | 
के क्षेत्रगल &«७8० 





॥॥| 


। 
न क्षेत्रल ७५७8८ आकृति 3,6 


उदाहरण 4; दर्शाइए कि त्रिभुज की भुजाओं के मध्य बिन्दुओं को जोड़ने वाली रेखाएं 
उसे चार सर्वागसम त्रिभुजों में विभाजित करती हैं, जिनके क्षेत्रफल समान हैं। 


हल :; आकृति 3.7 में, ४80 एक त्रिभुज है जिसमें 
भुजाओं 82, 2& और ४४ के मध्य बिन्दुओं क्रमशः 
0,8& और ए को परस्पर मिलाया गया है, जिससे कि. 
4848८ चार त्रिभुजों #78, 780, ए08 और ४800 में 
विभाजित हो गया है। हमें सिद्ध करना है कि ये सभी 
तिभुज़ सर्वांगसम हैं। प्रमेय .2 से हम जानते हैं कि 
88, एछ98, और फट) सभी समांतर चतुर्भुज हैं 
और विकर्ण ए8,ए0 और हा0 उनको सर्वागसम त्िभुजों 
में विभाजित करते हैं। अतः सभी चारों त्रिभुज परस्पर 3 . छ के 
सर्वांगसम हैं और इसलिए उनके क्षेत्रफल समान हैं। 





आकृति 3.7 


क्षेत्रफल था 


'प्रश्नावली ॥3.] 


!. समांतर चतुर्भुभग ४800 के विकर्ण बिन्दु 0 पर 
प्रतिच्छेद करते हैं। 0 से, एक रेखा खींची गई है 
जो ४0 को 7पर तथा 80 को 0 पर प्रतिच्छेद 
करती है। दर्शाइए कि ९0 समांतर चतुर्भज को दो 
भागों में विभाजित करती है जिनके क्षेत्रफल 8 (0. 0) 
बराबर हैं (आकृति १3.8)। ह 
(संकेत : सिद्ध कीजिए &७0755000) 





। आकृति 83.8 


2. त्रिभुज 880 में 0 माध्यिका 0 पर कोई बिन्दु है। दर्शाइए कि 
क्षेत्रल ७७80 < क्षेत्रफल ७७००0 


3. #800 एक समांतर चतुर्भुज है और 7 उसके अंदर कोई 
बिन्दु है। सिद्ध कीजिए कि 


| 
क्षेत्रफल &»87+ क्षेत्रफल 6007 - ; क्षेत्रफल 800 


(संकेत ; ?से होती हुई #8 के समांतर एक रेखा खीचिए) ९ 





4. त्रिभुज 80 की माध्यिकाएं 85 और ८४, /; ््ठ 9 
0 पर प्रतिच्छेद करती हैं। सिद्ध कीजिए कि 
क्षेत्रफल ७080 - क्षेत्रफल चतुर्भुज #708 
(आकृति 3.9) ह 





5. आकृति 3.0 में, #800 चतुर्भुज है, 
जिसके विकर्ण 2८ और 870 बिन्दु & पर बंद ग 
प्रतिच्छेद करते हैं। दर्शाइए कि 3७2; 


क्षेत्रल 84४87 « क्षेत्रफल 4870 - क्षेत्रफल ७७87 » क्षेत्रफल ७८005 


( 


6. दर्शाइए कि समचतुर्भुज का क्षेत्रफल उसके विकर्णों की लंबाइयों के गुणणफल का आधा 


होता है। 


7, एक समांतर चतुर्भुण और एक आयत का उभयनिष्ठ आधार है और क्षेत्रफल बराबर हैं। 
दर्शाइए कि आयत का परिमाप समांतर चतुर्भुज के परिमाप से छोटा है। 
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8. दो त्रिभुज #80 और 08८ एक ही आधार ४8८ पर हैं, और उनके शीर्ष & और 7, 
रेखा 80 के विपरीत ओर स्थित हैं जिससे कि क्षेत्रफल 6७80 > क्षेत्रफल 0४8८ 
दर्शाइए कि 80, रेखाखण्ड ७0 को समद्धिभाजित करता है। 


9, 88८० एक चतुर्भुज है। 0 से ७0 के समांतर खींची रेखा, बढ़ाई हुई 82 को 7? पर 
मिलती है। सिद्ध कीजिए कि क्षेत्रफल ७487 - क्षेत्रफल 8800। 


0. दो बिंदु & और 9 और एक धनात्मक वास्तविक संख्या ४ दिए हुए हैं। ऐसे बिंदु 7 
का बिंदुपथ ज्ञात कीजिए कि क्षेत्रफल 67४8 - / हो। 


]. आकृति 3.। में, &800 समांतर चतुर्भुज 
है। बढ़ाई हुई #8 पर ? कोई बिंदु है। ८? 
के समांतर ४0 खींची गई है जो कि बढ़ाई 

. हुई ८8 को 0 पर मिलती है। समांतर 
चतुर्भुज 8007? को पूरा किया गया है। 
दर्शाइए कि क्षेत्रफल ७80) <& क्षेत्रफल 
80ए87। 


(संकेत ; त्रिभुजों ४002 और ४07? की 
तुलना कीजिए) 


2. आकृति !3.2 में, &७80 की भुजा ४8 का 
मध्य बिन्दु ) है और ? भुजा 8८ पर कोई 
बिन्दु है। ए0 के समांतर रेखा ०0 खींची गई 
है जो ७8 को 0 पर प्रतिच्छेद करती है। 
?९,0 को मिलाया गया है। दर्शाइए 'कि 





] 
क्षेत्रल 0870 - श् क्षेत्ररल ७6७४8८। 


(संकेत ; त्रिभुजों श)7 और ए00 की आकृति 3.82 
. तुलना कीजिए) ह 


अध्याय 4 


ज्यामितीय रचनाएँ 


॥4.] भूमिका 


ज्यामितीय आकृतियों की सहायता से हम अनेक ज्यामितीय साध्यों को सुगमता से समझ 
सकते हैं। ज्यामितीय प्रमेयों की उपपत्ति में हम केवल रफ (00९) आकृतियों को 
ही बनाते हैँ क्‍योंकि प्रमेयों की उपपत्ति में हमें परिशुद्ध आकृतियों की आवश्यकता 
नहीं होती है। वह ज्ञान एवं कौशल जिससे आकृति के बारे में दिये गए तथ्यों से 
हम यथार्थ आकृति बनाते हैं अपने आप में उपयोगी है। इस ज्ञान की आवश्यकता 
विभिन्न व्यवसायों के अनेक लोगों, जैसे वैज्ञानिकों, गणितज्ञों, प्रविधिज्ञों, कलाकारों 
आदि को होती है। 


ज्यामितीय चित्रों के आरेखन एवं रचना में अन्तर होता है। ज्यामितीय आरेखन में 

सभी सम्भव उपलब्ध उपकरण जैसे अंशाकित रूलर (पैमाना), चांदा, सेट-स्क्वायर आदि . 
के प्रयोग की अनुमति होती है। इसके विपरीत ज्यामितीय रचना में केवल दो उपकरण 

अनांशाकित रूलर (जिसे पटरी भी कहते हैं) तथा प्रकार के ही प्रयोग की अनुमति 

होती है। यह ध्यान देने योग्य है कि ज्यामितीय आरेखन से ज्यामितीय रचना ज्यादा यथार्थ 

होती है। आप उच्चतर प्राइमरी कक्षाओं में दिए हुए रेखाखण्ड के बराबर रेखाखण्ड 

खींचना, दिए हुए कोण बनाना, दिए रेखाखंड का लंबंसमद्विभाजक और कोण का अर्धक 

आदि बनाने की विधि सीख चुके हैं। आप इन प्रारम्भिक रचनाओं को पुन; दोहरा 
लीजिए। इससे आपको इस अध्याय के कार्यों को करने में सुगमता होगी। आपको दिये 
हुए नापों के अनुसार सरल दशाओं में त्रिभुज तथा चतुर्भुज की भी रचना का ज्ञान है। 

अब हम यहां विशेष स्थितियों में दिये गए नापों से त्रिभुजों कौ रचना सीखेंगे। 


4,2 रचना सम्बंधी समस्याएं 
प्रत्येक रचना में आकृतियों के गुणधर्मों की परख, आपकी तर्कशक्ति, रूलर तथा 
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परकार के प्रयोग में निपुणता की आवश्यकता होती है। रचना को निम्नलिखित भागों 
में विभाजित कर सकते हैं: 
॥. पुनर्कथन : रचना का पुनः कथन कीजिए, जिससे स्पष्ट हो जाए कि 
(9) क्‍या दिया है? (७) क्‍या अभीष्ट है? 
2. रचना के चरण. ; रचना की आकृतियों को पूर्ण करने में जिस विशेष क्रम में 
चरणों की आवश्यकता होती है उसी क्रम में उनको लिखिए। 


44.3 त्रिभुजों की रचनाएं 


रचना ॥ $ त्रिभुज की रचना करनी है जिसका 
आधार, अन्य दो भुजाओं का योग तथा एक आधार 
कोण दिया हो। ! 
दिया है : त्रिभुज ७8९ में, आधार 80-8४ सेमी की 

#&8 + ४0 ->> सेमी तथा » ७४80-७० 







>००' 
कबलशान. 


अभीष्ट : त्रिभुज ७80 की रचना करना। 


!, किरण 85% खींचिए ओर उसमें से एक 
रेखाखण्ड 80 < ८ सेमी काटिए। 


,. ८538४<>७ की रचना कीजिए। रे 
, 3९ से रेखाखण्ड छा) -» सेमी काटिए। . 
(0 को मिलाइए। 


(9 का लम्ब समद्विभाजक खींचिए, जो छा) को 
किसी बिन्दु & पर प्रतिच्छेद करे। 


6, ४0 को मिलाइए। ह 
तब, ७80८ अभीष्ट त्रिभुज है। (आकृति ॥4.१) 


वैकल्पिक विधि ; उपरोक्त चरण 4 तक अनुगमन 
कौजिए। फिर 2002 « 3700 बनाइए। माना किरण 
८7 रेखाख़ण्ड छा) को & पर प्रतिच्छेदित करता है। 
तब ४80 अभीष्ट त्रिभुज है। (आकृति ॥4.2) 


८ सेमी ९ 
आंकँति 4.॥ 


पक ७9 





आकृति 4,2 


ज्यामितीय रचनाएँ 28। 
उदाहरण ॥ ४ एक जत्रिभुज की रचना कीजिए जिसके आधार की लम्बाई 5 सेमी, दो 
अन्य भुजाओं की लभ्बाइयों का योग 7 सेमी और एक आधार कोण 60” का हो। 


हल : हमें दिया है आधार 80७ 5 सेमी, दो 
अन्य भुजाओं का योग, &8+ »&0- 7 सेमी, तथा 


आधार कोण #30९0५- 60" त्रिभुज ४80 कौ रचना 
करनी है। 


रचना के चरण ६ 


पथ हो ० 
रेखाखण्ड 820-5 सेमी काटिए॥ छ 


2. “"5४8४-<60" की रचना कीजिए। 





3, छ९ से रेखाखण्ड 80 -7 सेमी काटिए। 5 सेमी 
4, (00 को मिलाइए। आकृति 4.3 
5. ७9 का लम्ब समद्विभाजक खींचिए जो 80 को किसी बिन्दु & पर प्रतिच्छेद करे। 
6, 0 को मिलाइए। 

इस प्रकार प्राप्त 80 ही अभीष्ट त्रिभुज है। (आकृति 4.3) 
टिप्पणी ; #&.,, 00 का लम्ब समद्विभाजक है, अत: ७0 - ४८। 
तब छ0 छ8+#फ0.... 
8७ +80 
7 सेमी, जैसी अभीष्ट है। 


रचना 2: एक त्रिभुज की रचना करनी है जिसका आधार, दो अन्य भुजाओं का अन्तर 
तथा एक आधार कोण दिया हो। 


॥ 


॥ 


| 


दिया है ; त्रिभुज 80 में आधार 80-8० सेमी, 
883-/0० या &(0-»७४8-० सेमी तथा “«७80- 0 


अभीष्ट $ ७७3८ की रचना करना। 
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स्थिति (() 88 > 80 तथा ४8 -७0<»४ सेमी 


रचना के चरण | 
3. एक किरण 85 खींचिए और उसमें से 
रेखाखण्ड 80-४८ सेमी काटिए। 


2, “४४8०-७० की रचना कौजिए। 

3. ४९ से रेखाखण्ड 805४ सेमी काटिए। 

4. ८0 को मिलाइए। 

5. (0) का लम्ब समद्विभाजक 7९६ खींचिए 
जो 8५९ को किसी बिन्दु & पर प्रतिच्छेद करे। 

6. 8० को मिलाइए। 
इस प्रकार, 82 अभीष्ट त्रिभुज है। (आकृति १4.4) 

स्थिति (४) ७8 <42 तथा ४0-४8 -4 सेमी 

!, एक किरण छ४ खींचिए और उसमें से रेखाखण्ड 80- ८ द सेमी काटिए। 

2. ८ से कोण ७ बनाते हुए एक किरण छए बनाइए तथा 8९ को पीछे बढ़ाकर 
रेखा ४४8९ प्राप्त कीजिए। - 

3, 8९ से रेखाखण्ड 8ा)'>4 सेमी काटिए। 


4, (9' को मिलाइए। 

5. (७) का लम्ब समद्विभाजक 
7२५ खींचिए जो 8५ को किसी 
बिन्दु & पर प्रतिच्छेद करता 
हो। 

6. »0को मिलाइए। इस प्रकार, 
अभीष्ट त्रिभुन ७४8८ है। 
(आकृति 4.5) 





प्र 





आकृति 4.5 


ज्यामितीय रचनाएँ ॥ 283 


उदाहरण 2: एक त्रिभुज कौ रचना कौजिए जिसका आंधार 7.5 सेमी, अन्य दो 
भुजाओं का अंतर 2.5 सेमी और एक आधार कोण 45" का हो। 


हल : हमें दिया है आधार 80<7.5 सेमी, दो अन्य भुजाओं का अन्तर, ४8-५० 
या &0- ४8 - 2.5 सेमी तथा आधार कोण ४380-45"। 6480 की रचना करना 
अभीष्ट है। 


स्थिति (0) ७8-00 < 2.5 सेमी। 

रचना के चरण 

. एक किरण छह खींचिए और उसमें से रेखाखण्ड 80-7.5 सेमी काटिए। 

2, 2५३०-45" की रचना कीजिए। 

3, 8४ से रेखाखण्ड 82-2.5 सेमी 'काटिए। 

4. (0) को मिलाइए। 

5, हर का लम्ब समद्विभाजक ४५७ खींचिए जो 8५ को किंसी बिन्दु & पर प्रतिच्छेद 
करे। 

6. &० को मिलाइए। रे 
तब, 8८ ही अभीष्ट त्रिभुज है। | 
(आकृति ॥4.6) | 





आकृति 4,6 


284 गणित 


स्थिति (8) 00-७४ - 2.5 सेमी 

रचना के चरण !' 

. किरण छ% खींचिए और उसमें से रेखाखण्ड छ80-7.5 सेमी काटिए। 

2, छ0 से 45" बनाती हुई, किरण 8१ खींचिए, तथा ४8 को बढ़ाकर रेखा शछ९ 
बनाइए। 

3, 8९' से रेखाखण्ड 80'>2.5 सेमी काटिए। 

4, (०)'को मिलाइए। 


5. (० का लम्ब समद्विभाजक 7५ खींचिए जो ४५४ को किसी बिन्दु & पर 
प्रतिच्छेदित करता है। 


6. ४0 को मिलाइए। 
#फ_८ अभीष्ट त्रिभुज है। (आकृति 4.7) 
नोट : आप रचना । की वैकल्पिक विधि को भी अपना सकते है। 





३०, $ 


आकृति 4 7 
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रचना 3: त्रिभुज कौ रचना करना है जिसका परिमाप और आधार कोण दिये हों। 


दिया है ; त्रिभुज ७80 जिसका परिमाप, &8 +80+ ०९» -४ सभी «80८७० तथा 
“20८8-७५ है। ' 


अभीष्ट ; ७७80 की रचना करना। 
चना के चरण 
।, एक किरण एफ खींचिए और उसमें से रेखाखण्ड 705०» सेमी काटिए। 


9 हे 
2. ? पर 2४९९-८० की रचना कीजिए। 


3, 0 पर “7207< न की रचना कीजिए। 


माना किरणें 7 तथा 02किसी बिन्दु & पर एक दूसरे को प्रतिच्छेद करती है। 


4, ७? का लम्ब समद्विभाजक खींचिए जो कि 70 को किसी बिन्दु 8 पर प्रतिच्छेद 
करता है। 


5. ७0 का लम्ब समद्विभाजक खींचिए जो ?0 किसी बिन्दु ८ पर प्रतिच्छेद करे। 
6, ४8 तथा &० को मिलाइए। 
880 अभीष्ट त्रिभुज है। (आकृति 4.8) 





आकृति ॥4 .8 
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उदाहरण 3: त्रिभुज की रचना कीजिए जिसका परिमाप 0 सेमी तथा आधार के 
कोण 60" एंव 45" के हों। 


हल ५ हमें दिया है त्रिभुज का परिमाप 88 + 80 + ०७ - 0 सेमी आधार कोण 
28 - 600, 20 - 450 अभीष्ट है ४880 की रचना करना। 


रचना के चरण 
). किरण 75४ खींचिए तथा उससे रेखाखण्ड 70<0 सेमी काटिए। 


] 
2. 9? पर “५7?0७-३०" की रचना कीजिए ( ठ 600) 


3, 0 पर “707 > 22 ' की रचना कीजिए प्र »% 450) 
माना किरणें 7/ तथा 02किंसी बिन्दु & पर प्रतिच्छेद करती हैं। 
4. 8? का लम्ब समद्विभाजक खींचिए जो 70 को किसी बिन्दु 8 पर प्रतिच्छेद करें। 


5. ४0 का लम्ब समद्विभाजक खींचिए जो कि 70 को किसी बिन्दु (' पर प्रतिच्छेद 
करे। ह 


6. 88 तथा »&0 को मिलाइए। 


88९ ही अभीष्ट त्रिभुज है। (आकृति 4.9) 


| / 
६ तप 


रे क 
क्‌ रॉ 


$ 
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रचना 4: त्रिभुज की रचना करनी है जिसकी दो भुजाएँ तथा इनमें से एक भुजा 
की संगत माध्यिका ज्ञात हो। 


दिया है : ७480 जिसमें ४8-०८ सेमी, 80<4 सेमी तथा माध्यिका (0-० सेमी। 
अभीष्ट ; ७»४3० की रचना करना। 


रचना के चरण 

।. रेखाखण्ड &8-८ सेमी खीचिए। 

2. ४8 को समद्विभाजित कीजिए। मान 
लीजिए 0 उसका मध्य बिन्दु है। 

3. 9 को केन्द्र मानकर, ८ सेमी त्रिज्या 
का एक चाप खींचिए। 

4. 8 को केन्द्र मानकर और ०८ सेमी 
त्रिज्या लेकर दूसरा चाप खींचिए जो 
उपरोक्त चाप को किसी बिन्दु ० पर 
प्रतिच्छेद करे। ह 

5. (४ तथा ८8 को मिलाइए। 





आकृति 4.0 


तब, ४82८ अभीष्ट त्रिभुज है। (आकृति 4.0) 


उदाहरण 4: त्रिभुज की रचना कीजिए जिसकी दो 
भुजाएंँ 6 सेमी तथा 4 सेमी हों और इनमें ् एक 
भुजा की माध्यिका 3.5 सेमी हो। 


हल : हमें दिया है भुजा 83- 6 सेमी, 
805 4 सेमी तथा माध्यिका 00 3.5 
सेमी। अभीष्ट त्रिभुज »80 की रचना करना 


ध 
| ग 


() 





अभीष्ठट है।... थि 6सेमी. ॥0 9 
रचना के चरण का 
], रेखाखण्ड &8- 6 सेमी खींचिए। ८ 


2. 8 को समद्विभाजित कीजिए। मान । 
लीजिए 0 उसका मध्य बिन्दु है। आकृति 4, 
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3, 9 को केद्गध मानकर और 3.5 सेमी त्रिज्या लेकर एक चाप खींचिए। 


4, 8 को केंद्र मानकर 4 सेमी त़्िज्या लेकर दूसरा चाप खींचिए जो उपरोक्त चाप 
को किसी बिन्दु ९ पर प्रतिच्छेद करे। 


5, (8 और (८५ को मिलाइए। 
#80९ अभीष्ट त्रिभुज है। (आक्ृति ।4.!) 

उदाहरण 5: समबाहु त्रिभुज की रचना कीजिए जिसका शीर्षलम्ब 3.2 सेमी है। 

हल ; समबाहु त्रिभुज के सभी शीर्षलम्ब समान लम्बाई के होते हैं। और ये शीर्ष॑लम्ब 

ऐसे त्रिभुज की भाध्यिकाएँ भी होती हैं। समबाहु त्रिभुज की माध्यिका ७7) -3.2 सेमी 

दी गई है। हमें ५8९ की रचना करनी है। 

रचना के बरण 

. रेखा 70 खीचिए। 

. उस पर कोई बिन्दु 0 लीजिए। 

. ?( के लम्ब किरण 08 खींचिए। 

. 08 से 08 >3.2 सेमी काटिए। 


। 


>> (>> " 


5. 20802 - 30" (72 60) की रचना 


कीजिए। 
माना किरण ४१, ९१ को किसी 
बिनु 8 पर काटती है। 


6. रेखाखण्ड 00-80 काटिए।.. आकृति 4,2 
7, #९ को मिलाइए। 


/फ्े0 ही वांछित त्रिभुज है। (आकृति 4.2) 





ज्यामितीय रचनाएँ | हु 
प्रश्नावली 8.] 


|, त्रिशुज् 80 की रचना कीजिए जिसमें आधार 820-4.6 सेमी 28-45" तथा 
88+ 0४-8.2 सेमी। ' 


2, समकोण त्रिभुज की रचना कौजिए जब उसको एक भुजा 3.5 सेमी तथा दूसरी भुजा 
एवं कर्ण की लम्बाइयों का योग 5.5 सेमी है। 


4. त्रिभुज 820 की रचना कीजिए जिसमें आधार 80<6.5 सेमी, ८» + ४8<0 सेमी और 
28-60 है। 


4, त्रिभुज 8820 की रचना कीजिए जिसमें 82-4.5 सेमी, 28-45" तथा 
88 - 80-2.5 सेमी है। 


5, त्रिभुज ॥80 की रचना कौजिए जिसमें 80-5 सेमी, 8 < 30" तथा &0-४8-2 
सेमी है। 


6, त्रिभुन ४80 की रचना कीजिए जिसका परिमाप [2 सेमी 28-60" तथा 
८0 < 45? है। 


7, त्रिभुन »82की रचना कीजिए जिसका परिमाप 0 सेमी तथा प्रत्येक आधार कोण 45० 
का हो। 


8. ऐसे त्रिभुज »80 की रचना कीजिए जिसमें 80- 6 सेमी, 8-6 सेमी तथा माध्यिका 
४0 <4 सेमी हो। 


१4.4 चतुर्भुज के क्षेत्रफल के बराबर क्षेत्रफल वाले त्रिभुज की रचना 

इस परिच्छेद में हम यह अध्ययन करेंगे कि एक दिए हुए चतर्भुज के क्षेत्रफल के 
बराबर क्षेत्रफल वाले त्रिभुज की रचना किस प्रकार की जाती है। इस प्रक्रिया का 
अनुसरण कर हम क्रमशः पंचभुज के तुल्य चतुर्भुज, षटभुज के तुल्य पंचभुज, इत्यादि 
की रचना कर सकते है। अत; व्यापक रूप में यह विधि (#-) भुजाओं वाले 
बहुभुज, जो क्षेत्रफल में # भुजाओं वाले बहुभुज के समान हो, के रचना में उपयोगी 


है। अतः इस प्रक्रिया को बार-बार प्रयोग करने पर बहुभुज के क्षेत्रफल के बराबर 
प्रिभुज प्राप्त हो जाता है। 


रचना 5: एक त्रिभुज की रचना करना है जो क्षेत्रफल में दिए हुए चतुर्भुज के 
बराबर हो। ह । 
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दिया है ; एक चतुर्भुन 88% . क्‍ 
अभीष्ट है : त्रिभुज की रचना करना जो क्षेत्रफल में दिए हुए चतुर्भुज के बराबर 
हो। 


| 





आकृति 4.3 0) 


रचना के चरण 
), &०0 को मिलाइए। 


2, 9 से, एक रेखाखण्ड 08, »0 के समांतर खींचिए जो 80 को किसी बिन्दु 8 
पर प्रतिच्छेद करता है। 


3, &8 को मिलाइए। 

तब ४88 अभीष्ट त्रिभुज है। नर्ट्ट्र 4,30)) ह 4 
टिप्पणी : उपरोक्त रचना में भुजा 
8४8 में कोई परिवर्तन नहीं हुआ 
है। इसी प्रकार यदि आप छ9 
को मिलाएँ तथा ०0 से छ0 के 
समांतर एक रेखा खींचें जो &0 3४ हे 
के बढ़े भाग को बिन्दु 8 पर आकुंति 4.3 (0) 
प्रतिच्छेद करे तो आपको दूसरा त्रिभुज #8४ प्राप्त होगा जो क्षेत्रफल में दिए हुए 
चतुर्भुन के बराबर है। (आकृति 4.3 (9)) 
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चुतुर्भुन की अन्य भुजाओं के लिए भी इसी प्रकार की स्थिति हो सकती है। अत; 
दिए हुए चतुर्भुज के. क्षेत्रफल के बराबर एक से अधिक त्रिभुज की रचना संभव है। 


उदाहरण 6: आयत ४8८7) की रचना कीजिए जिसमें &8-5 सेमी तथा 80 - 3.2 
सेमी हो। दिए हुए आयत के बराबर, एक त़रिभुज को रचना कोजिए जिसका 
आधार #58 है। 


हल : सर्वप्रथम दिए गए आयत ४80८) कि रचना कीजिए, जिसकी भुजा 8८5 
सेमी तथा 80-3.2 सेमी है। आधार ४8 पर दिए हुए आयत के समान क्षेत्रफल 
वाले त्रिभुन की रचना करनी है। 


एचना को चरण 
], आयत ४80) की रचना कीजिए। 
2, ४० को मिलाइए। 


3, 0से&0९ के समांतर 08 खीचिए जो कि 
80 के बढ़े हुए भाग को बिन्दु &छ पर 
काटे। 


4. 68 को मिलाइए। 





तब «80 अभीष्ट त्रिभुज है। 
(आकृति 4.]4) । आकृति ।4.44 


नोट ; अभीष्ट त्रिभुज ४80 के बनाने का एक वैकल्पिक परन्तु सरल तरीका यह 
है कि 82 को बिन्दु & तक इस प्रकार बढ़ाइए. जिससे 80:-(४-3.2 सेमी हो तब 
#8 को मिला दीजिए। ह 


उदाहरण 7: चतुर्भुग ४800 की रचना कीजिए जिसमें 8-3 सेमी, 80>4 सेमी, 
00-<-3.5 सेमी, 08 54.5 सेमी तथा “8-35" हो इस चतुर्भुज के क्षेत्रफल के 
बराबर क्षेत्रफल का त्रिभुज बनाइए। 


हल : सर्वप्रथम दिए हुए चतुर्भुन ४800 की रचना कीजिए जिसमें 8-3 सेमी, 
80<4 सेमी, (00-3.5 सेमी, 708 -4.5 सेमी तथा “3-35"९ है। इस चतुर्भुज के 
क्षेत्रफल के बराबर के त्रिभुज' की रचना करनी है। 
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रचना को चाण 
|, च॒तुर्भन ॥800) कौ रचना कौजिए। 
2, छ) को मिलाइए 


3, शी € से, (॥॥08 खींचिए जो ४8 
के विस्तार को किसी बिलु 8 पर 
काटी है। 


4. 08 को मिलाइए। आकृति।4.5 





तब 088 अभीष्ट त्रिभुज है। (आकृति ॥4.5) 


प्रश्वावली [4.2 
]. #80) एक चुतुर्भुज दिया है जिसमें ॥8<3.6 सेमी, 80-7.7 सेमी, 00-68 सेमी, 


00 -5,! सेमी तथा ॥0<85 सेमी है। ऐसे प्रिभुन की रचना कौजिए जो क्षेत्रफल में 
इस च॒तुर्भुन के बराबर हो। 


2, 880) एक चतुर्भुव दिया है जिसमें ॥8<6.3 सेमी, 80<5.2 सेमी, 00) -5.6 सेमी, 
0/<7.! सेमी तथा 28-60? है। ऐसे त्िभुज की रचना कौजिए जो क्षेत्रफल में इस 
चतुर्भुव के बराबर हो। 


3, एक चतुर्भुत ॥80) दिया है जिसमें 8-7 सेमी, 80-6 सेमी, 0))<5 सेमी, 
30८३8 सेमी तथा 8059 सेमी है। आधार #8 पर एक त्रिभुज कौ रचना कीजिए 
, जो क्षेत्रफल में इस चतुर्भुन के बराबर हो। 


अध्याय 5 


१5.] भूमिका 

इस अध्याय में हम गणित की एक प्रमुख शाखा, जिसे त्रिकोणमिति ([ए/णण०॥०7५) 
कहते हैं, का अध्ययन करेंगे जिसका प्रारंभ सदियों पूर्व हुआ था। शब्द पभ्नंहवणाणगाला) 
यूनानी भाषा के तीन शब्दों 'ट्रि' (॥), “गान” (80) एवं “मेट्रन'” (000) के संयोजन 
से बना है। 'ट्रि' का अर्थ है तीन, 'गान' का अर्थ है भुजाएं एवं 'मेट्न' का अर्थ 
है मापना। अत: त्रिकोणमिति के अन्तर्गत एक त्रिभुज की भुजाओं (एवं कोणों) का 
मापन किया जाता है। यदि एक त्रिभुज को कुछ भुजाएँ और कोण ज्ञात हों तो 
ब्रिकोणमिति की सहायता से शेष भुजाओं एबं कोणों को ज्ञात किया जा सकता है। 
त्रिकोणमिति के ज्ञान का सर्वाधिक उपयोग खगोलशास्त्र में खगोलीय पिंडों की स्थिति 
एवं उनके पथों को ज्ञात करने में किया जाता है। इसके अतिरिक्त सर्वेक्षण, भूगोल, 


जा 
) 
है 
है] 
्् ३ ॥ ञ 
भ् / +* 
हि. न हम ह 
ही ० आ ध्थ ३... ८ का *्‌ 
हु कम 
हे हु मय ए2. "पक ४4 ७०५ 
दि 22 '७११००७४ पक /0 ५०” २७४०८+“' ] 
2] 
0० जी 2 2, | कर ४ बी 3० 
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आकृति (5. 
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नौसंचालन, भौतिकीय एवं इंजिनियरिंग विज्ञान में भी यह उपयोगी है। जहाज के कप्तान 
त्रिकोणमिति के ज्ञान का उपयोग द्वीपों, समुद्री किनारों, भुगुओं (2) तथा अन्य 
जहाजों से समुद्र में दूरी मापने में करते थे (आकृति 5.)। <। एवं <2 तथा जहाजों 
की दो स्थितियों के बीच की दूरी ४, ज्ञात होने पर कप्तान पहाड़ी की चोटी की 
ऊँचाई एवं दूरी ८, को भी ज्ञात कर सकता था। 


त्रिकोणमिति के अध्ययन हेतु हमें कोण की धारणा को पुनः दोहराना होगा, तब 
हम समकोण त्रिभुज की भिन्‍न भुजाओं के परस्पर अनुपातों को सीखेंगे, जिन्हें 
त्रिकोणमितीय अनुपात कहते हैं। 


१5.2 कोण-पुनशवलोकन 

कोण वह आकृति है जिसे एक उभयनिष्ठ प्रारंभिक बिन्दु वाली दो किरणें बनाती हैं। 
उन दो किरणों को कोण की भुजाएं (79), उभयनिष्ठ प्रारंभिक बिन्दु को शीर्ष 
(५०४०) कहते हैं। उन किरणों में से एक को हम कोण की प्रारंभिक धुजा तथा दूसरे 
को अंत्य धुजा (आकृति 5.2) कहेंगे। 


श्र 
ग् 457 ध 4]0% 
शीर्ष ““”“ प्रारंधक सुजा है शीर्ष हम रस कसर 
() (0) 
प्रारंभिक शुज' ३ 
290% (२ 259 


() 
आकृति 5,2 
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ध्यान रहे कि इन सभी आकृतियों में प्रारंभिक भुजा से अंत्य भुजा की ओर किरण 
का घूर्णन, वामावर्त (शाप्र/००८४६८) दिशा में होता है। पिछली कक्षाओं से हमें ज्ञात 
है कि इस प्रकार के घूर्णन से प्राप्त कोणों के मापों को धनात्मक कहते हैं। उदाहरण 
के लिए आकृति 5.2() में दिए कोण का माप 45" (अर्थात्‌ +45*) है। इसी प्रकार 
आकृति 5.2 (#) एवं आकृति 5.2 (॥) के कोणों की माप क्रमशः [0" एवं 290" 
हैं। लेकिन यह आवश्यक नहीं है कि किरण का घूर्णन हमेशा वामावर्त दिशा में हो। 
यह दक्षिणावर्त (0००८४ां5०) दिशा में भी हो सकता है जैसा कि आकृति 5.3 में 
दर्शाया गया है। 
शीर्ष प्रारंभिक भुजा शीर्ष प्रारंभिक भुजा हि 





(0) (0) 
आकृति ॥5,3 
हमने वामावर्त घूर्णन से प्राप्त कोणों के मापों को क्षव्रत्यक्ष माना है, अतः यह 
स्वाभाविक है कि दक्षिणावर्त घूर्णन में बने कोणों के मापों को ऋणात्मक कहें। अतः 
आकृति 45.36) के कोण का माप -60' है एवं आकृति 5.3(8) के कोण का 
माप -0" है। ह 


इस अध्याय में हम केवल धनात्मक न्यून कोणों से संबंध रखेंगे। 
॥5.3 कोणों के त्रिकोणमितीय अनुपात 


हम कोई भी न्‍्यून कोण &08 (आकृति ॥5.4) 
लेते हैं। किरण 08 पर हम एक बिन्दु ? लेते 
हैं, तथा 08 पर ?0 लम्ब खींचते हैं। हम कोण 
?00 को ग्रीक अक्षर 9 (थीटा) से दशति हैं। गई आह 2 सकल कर 
तब हमें समकोण त्रिभुज 700 प्राप्त होता है, > ९ कि 
जिसमें 2007-6७ हैं। आकृति ॥5.4 
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ध्यान रहे कि त्रिभुज 700 का आधार 00 है, जो कि कोण 6 की आसन भुजा 
है, तथा कोण की सम्मुख भुजा, 70 लंब है। 0९ त्रिभुज का कर्ण है। यहां 6 अंशों 
में मापा गया है। | 

समकोण त्रिभुज 700 की भुजाओं की लम्बाइयों का उपयोग करते हुए, कोण 
9 के त्रिकोणमितीय अनुपातों को हम निम्न प्रकार से परिभाषित करते हैं; 


कोण 6 की सम्मुख भुजा _ 7० 


96 0 च्ट 
कर्ण 07 
कोण 6 की आसन भुजा 00 
"0शा6 0 #& ग्ू्््ग््ग्््ंकआएएएओआओआ लत णाए 
कर्ण 07 
' कोण 6 की सम्मुख भुजा ९० 
धाएशा 0 ८ ््््््््ए"" तल एण/णए 


कोण 6 की आसन भुजा. 00 
उपरोक्त तीन अनुपातों को संक्षिप्त करके हम क्रमश: आं॥0, ००50 एवं (७08 से 
निरूपित करेंगे 
टिणणी :. 
. ध्यान रहे कि ॥॥9, ४॥॥०0 का संक्षिप्त रूप है एवं यह ॥॥ और 0 का गुणनफल 
नहीं है। इसी प्रकार ००४० एवं (॥ 0 के लिए भी यह लागू होता है। 


2, यदि किरण 08 पर बिंदु ? की स्थिति हम बदल दें, तो कया होगा? ध्यान दीजिए 
कि “0०७ का माप वही रहेगा यद्यपि लंबाइयाँ 70 एवं 07 बदल जायेंगी, 


लेकिन अनुपात नर पहले के समान ही रहेगा। आप इसे बाद में त्रिभुजों की 


समरूपता का अध्ययन करने के पश्चात्‌ सिद्ध कर सकेंगे। #॥0 के तरह, कोण 
9 के अन्य त्रिकोणमितीय अनुपातों के भी मान वही रहेंगे, अर्थात्‌ ये किरण 08 
पर 7? की स्थिति से स्वतंत्र होंगे। यदि कोण 6 स्वयं बदलता है, तब इन अनुपातों 
के मान भी बदल जाते हैं। 


त्रिकोणमिति 297 
9. यहां ध्यान दें कि 


७० 


8) 90 5-5 


0७ 


70 07? _?0० ०0० 
(07? 00 (0? 07 0०080 >» 


05.4 अन्य जिकोणगितीय अनुपात 


8॥6, 00४76 एवं शाह के अतिरिक्त कोण 9 के तीन अन्य त्रिकोणमितीय अनुपात 
भी होते हैं, जिनके नाम ८०४०८था॥ (संक्षिप्त में 00882), ३९०था। (संक्षिप्त में ४८८) 
एवं ८०शाहआ (संक्षिप्त में ००) हैं। हम इन्हें निम्न प्रकार से परिभाषित करते हैं 
(आकृति 5.4) : 


कर्ण 07 ] 
0086८ 0 ८5 कक्-+-ततत3तमतन ८ “० ८ --+- 
कोण 6 को सम्मुख भुजा 70 भा।0 
कर्ण 07 ॥ 
8300 0 ८ *ो न: ससक उस जज रू ४७+- हे +--++- 


ध्यान दीजिए कि ८05०८ 0, 5०८0 एवं ८०७ क्रमश: आा॥ 0, 208 0 एवं (&॥0 के 
व्युक्रम हैं। सुविधा के लिए हम (09) (००४ 0), (॥॥ 0)? आदि के स्थान पर क्रमशः 
/॥20, ०0820, [॥70 आदि का प्रयोग करते हैं। ध्यान रहे कि हम ००४७० को 
(आ0)! लिखते हैं, न कि ॥॥!0, जिसका अर्थ भिन्‍न है (#॥॥6 व्यूक्रम 6)। अत्‌ः: 
एक कोण 6 के छ: त्रिकोणमितीय अनुपात होते हैं। यदि इन में से कोई एक अनुपात 
ज्ञात हो, तो शेष सभी अनुपातों का परिकलन किया जा सकता है। हम कुछ उद्दाहरणों 
पर ध्यान देंगे; 
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3 
उदाहरण |: यदि ध। ८ 3 तो कोण 09 के अन्य पांच त्रिकोणमितीय अनुपात ज्ञात 


कीजिए। 


हल : हम एक समकोण त्रिभुज ४80 इस प्रकार बनाते हैं कि 
3 देखें 
8 < न (आकृति 5.5 देखें) 


अतः लंब (०8) एवं कर्ण (४0) 
3:5 के अनुपात में है। इसलिए मान लीजिए 
80- % एवं 80-5४, जहाँ &>0, 
आनुपातिकता का अचर (णाशंश्ा( त॑ ए०0ण7ंगाक्षा) है। 
पाइथागोरस प्रमेय से 
382 - 002 - 80? - (5002 - (30)? - 6/? 
88 5 +4६ 
क्योंकि &8 का मान ऋणात्मक नहीं हो सकता, 


(ः 


| 
इसलिए 6४8 < 4६ 43% 
_ 88 _ 4६ _ 4 
१७४ पल हक त न | हि 
380 _3३3& _3 छ कु 
(97 हु १६ बे आकृति 5.5 
अब, 30000 5 बे 622 कक, 
भा0 3 3 ०080 4 4 
5 5 
% पदक हे कि 
शा 3 
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उदाहरण 2, ; यदि त्रिभुज ७8८ का कोण ८ समकोण हो, तो आं॥8, ००४ 8 एवं 
४! 9 के मान ज्ञात कीजिए। (आकृति 5.6) 
हल : 6४४8८ ऐसा त्रिभुज है जिसका कोण ८! समकोण है, 
30<« 4०४१ -छटः 
+२(025) -(247 
+ ४49 





800 7 पा 24 सेमी 
#&3. 25 आकृति 5.6 


उदाहरण 3: यदि (श॥8 5 रे , तो &90 एवं ००5१ ज्ञात ९ 


कीजिए, तथा सत्यापित कीजिए कि 
8॥70 + 00579 -] 


हल ; (४॥0 - पर (दिया है) 
]2# 


अतः, लंब एवं आधार 2:5 के अनुपात में हैं। हम 
एक समकोण त्रिभुज 80 लेते हैं, जिसमें 2०-06 है 
(आकृति 45.7)। मान लो &85-2#& एवं छ80-5%& 
जहाँ £ आनुपातिकता का अचर है। 

पाइथागोरस प्रमेय से 


302 < (22) +(50) <69/2 


छठ हे 


5; 
आकृति ॥5.7 
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अर्थाव &0<3 


अत: 0 265 9. 
४ शा 0 ८ ग्रीए 
है 5 
089 ८5 -“- 
3 हे छठ 


2 2 
8॥< 0 + ०0४ 0 ८ 2 + [ह) 
3 3 


[क्व 25 69 


च्द न व “++ज + | 


]69 ध ]69 69 : 
इस प्रकार, आ॥0+ ००४6 5 ] 
उदाहरण 4; त्रिभुज ॥82 का कोण ९ समकोण है। यदि (॥॥# <-दुए तो दर्शाइए 
कि आं। ॥ ०05 8 + ००४ ७ श॥ 8 5 . 


हल : हम एक ऐसा समकोण त्रिभुज ४80 बनाते हैं कि 


(0/ ८ हित (आकृति 5.8) न्‍ 


मान लो 580»४&, तब /&('5-६४3 हि 


है फर शक 
अब 88 > ४80१ + 0८2? 
ह निज 
रथ 2 
> १६ +[£४3) ८ फ रा के 
प्छ /४3 
ञ्ञ 2 
गा आकृति ॥5.8 
2६ 
80६ _ _6&0 _ 3 
आ।/ >हु छठ! ९08 4 भें 
005 ॥ ६ । जप 5>4 2 छ 3९ _ ४3 
453. 2 58 2 


प्रिकोणमिति द ३0| 


थी। २ 005 3 + ०08 शै जा है - 0 6 कह 
| 2 2 2 2 4 4. 


अत; थ्रा। & 0०05 3+ ०08 ४ शआं 8 ८| 


प्रज्नावली ॥5, 


3 ४ 
!, यदि ००४० > 7, तो ॥॥0 एवं ।॥9 के मान ज्ञात कीजिए। 


2, यदि ००० >यू], तो ००४० एवं ००४००० के मान ज्ञात कौजिए। 


25 ह 
3, यदि 8००9 प्र तो ८0 एवं ८०४००० के मान ज्ञात कीजिए। 
4. यदि 6005०00 > न तो ॥॥0 एवं ५४००० के मान ज्ञात कीजिए। 
5, यदि आ॥0 5 हा , तो अन्य त्रिकोणमितीय अनुपात ज्ञात कीजिए। 


6, 05४8८ में, 28 समकोण है। यदि ४8-2 सेमी एवं 8९-5 सेमी, तो निम्न के मान॑ 
'निकालिए 


() शा।# एवं धा& 
(8) भा (! एवं ००00 

7. ब्रिभुज #80 में 28 समकोण है। यदि #8-4 सेमी, 80-3 सेमी, तो कोण » के 
सभी त्रिकोणमितीय अनुपातों को ज्ञात कीजिए। 


8. 6५8८ में /& समकोण हैं। निम्नलिखित में से प्रत्येक में ॥॥8, ००४0 एबं (॥॥ 8 ज्ञात 
कीजिए : 


() ४8-20 -] सेमी 
(9) &४8-5 सेमी, 80-॥3 सेमी 
(0) 88520 सेमी, &(52 सेमी 
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2. 


43, 


5, 


6, 


7. 


९08०८०6 - ००09 
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5 

5 गे 

8॥ 8 - ०0 0 
2(8॥ 0 


यदि ००४0 < तो निम्न का मान ज्ञात कौजिए: 


, दिया है कि ८००४० < न , तो निम्न का मान ज्ञात कीजिए: 


5९९ 0 
(800 - भं॥ 0 


का मान ज्ञात कीजिए, जबकि आ॥98 5 > हो। 


(| (५० 


2009 


यदि ००५ - न , तो (४0 का मान ज्ञात कीजिए। 


यदि था 6 


| 


| , 
हु तो ००४४ ०08०० & + (४॥ 4 5८० & का परिकलन कीजिए। 


, यदि (80 > ४2 - ।, तो दर्शाइए कि 


था _ 2 
| + ता > हर 4 
झा 6 


यदि ८02208&-2 तो ००0०४ + न-+++ 
] + ०05 & 


का मान ज्ञात कीजिए। 


यदि ४००१ ८ पर , तो सत्यापित कीजिए कि 


व 0 _ शा 0 


]+ 87 6 5९0 0 


यदि ००४8 < न तो दर्शाईए कि 





(भा? 8 - झ॥? 8 92 छे (शव? छे 


4 
, यदि (थ09 रे तो निम्न का मान ज्ञात कीजिए: 


3३७४8 + 2 ०05 0 
380 - 2008 0 


(भैकत : अंश एवं हर को ००४० से भाग दीजिए) 
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०089 + झा 0 
0०08 0 - शा] 0 


9, यदि ॥॥9 5 हा , तो व्यंजक का मान ज्ञात कीजिए। 


20. यदि (॥9 5८2, तो आ॥ 0 5७०9 + (॥ 6 - ०0४८० का मान ज्ञात कीजिए। 


87090 - 2008 0 


न हु को मन जोन कीजिए। 


5 
2], यदि 8००09 ८ ग्रे 


78 याद 606 577४ तो देशविएं: कि 


पटक 
]-008206 _ 3 
2- आ।2 6 #। 


23, यदि 86० रू पर , तो दर्शाइए कि 


280॥0 - 30050 _ 
49 0 - 9005 6 


24, यदि भा ८ न , तो दर्शाइए कि 


30088 - 4 ८०४ 8 5 0 


॥55 कुछ विशेष कोणों के त्रिकोणमितीय अनुपात 

ज्यामिति में 30", 45" एवं 60" के कोणों की रचना से हम पूर्व परिचित हैं। इस 
अनुच्छेद में हम इन कोणों के त्रिकोणमितीय अनुपातों का परिकलन करना सीखेंगे। 
30" के त्रिकोणमितीय अनुपात 

मान लीजिए कि त्रिभुज ४80 में कोण 8 

समकोण है, तथा “0«> 30" है। मान * 


लीजिए कि ४0 का मध्यबिंदु 0 है। है 

छा) को मिलाइए। (आकृति 5.9) 0 

मान लीजिए कि ४8-4८ है। क्योंकि हक ह 
सम्कोण त्रिभुज के कर्ण के मध्य बिंदु को | 


शीर्ष से मिलाने वाला रेखाखण्ड कर्ण का 8... जय 
आधा होता है। इसलिए ७7 - 80 - (0 





304 गणित 


2840 + 2७87 - 60" 
८0708 - 80%-(60" + 60") - 60९ 
4#80 संमरवोहु है एवं 
80 5 80 5 ॥8-- ८ 
अब. &0-2&70 >26 


80५० - 0(१ - 887 - 4६7 - ० 5 367 


छ(< 6२3 
४ 2, कोण की सम्मुख भुजा &8 ५4 _] 
0 700 2479 
5 7 काण की आसन भुजा_ छ८_ 4३3 _ ३3 
4 “27% 775 
शा 305 30" कोण को सम्मुख भुजा _ 48 _ _2_ 080, 
३ कोण को आसन भुजा फट 23 पह 

7 अर जि | 
086९ 30? < जाउक * 2 

55: 5 20 
25450 ८08 30" 8 


॥। ठि 
९ हि! 0 5 नि 
३233 श॥ 300 ४ 


60" के जिकोणमितीय अनुपात 


आकृति 5.9 को पुनः देखिए। &»80 में ८ &<> 600 


था! 60"- * कोण को सम्मुख भुजा _ 8ट _०5 _ «३ 
जज 5 ७ 0 4 3 


ब्रिकोणमिति | 305 


60" कोण की आसन्‍्न भुजा »8_ ८४ _। 


००8 60- ध 
कं कर्ण श्ट ठ् 32 


60" कोण की सम्मुख भुजा _ 80 _ ०४5 है 
॥ 60? प्ख् हक कोण को आसन भजा नािपग्रपपप---पपउि पहल 5 चना मय 6 उ्ड 
था 07 5 कक्कोण को आसेल पुजा ४ 2 ४7 





लक अटल, 
0088८ 60?5- काका 5 


० 
8०० 60 + (द्द्ः 


| 


कर शिया ही 
30058 60? 3 


48" के तिकोणमित्तीय अनुपात ु 
मान लीजिए कि त्रिभुज &80 में 8 समकोण है, तथा 20 -.“0०-45" (आकृति 5. 
0)। और 


5 5: 8(:८० 
तब 0? < 887 + 80१ - ० +८० 52०7 , (पराइथागोरस प्रमेय से) 


॥(0- ०४2. 





आकृति 5.0 


306 * गणित 
क्योंकि समकोण त्रिभुज ७8८ में, (0<45९ अतः 


45" कोण की सम्मुख भुजा _ ७5 





] 
23223. अ 5 लय 53 3 मम 
कर्ण हैए. ४2. ४2 
हक कोण को आसन भुजा _82_ ५ _! 
कर्ण मैट 42. +2 
गम 45" कोण की सम्मुख भुजा _88 _०_ 
5" कोष को आसन भुजा 90 ४ 
९०४९० 450 - बम हे २2 
80 45 
8९० 450 नि 
ह ९08 45 
00. 45 प्ः बल से न ] 
का 45 


0" और 90" के त्रिकोणमितीय अनुपात 


हमने ॥॥0 और ८००४० इत्यादि को नन्‍्यून कोण 6, जहाँ 0९<0 < 90", के लिए 
परिभाषित किया हेै। 


यदि 650" या 65 90" हो, तो हम इन के लिए अलग से परिभाषा देते हैं: 
(8) आ। 00८0, 008 0?-[, (क्षा 0१८0, ४७८० 0१?८; 

००४2४ 0" एवं ००१0९ परिभाषित नहीं हें। 
(9) 80 90?-], 0००5 90१5-८0, ०0520 90?-, ०0 90९>८0 

8९० 90" एवं 90" परिधाषित नहीं हैं। 


आइए अब हम 0" ,30", 45", 60" और 90" के सभी त्रिकोणमितीय अनुपातों को एक 
साथ एक सारणी के रूप में प्रस्तुत करें। 





टिप्पणी : उपरोक्त सारणी को ध्यान से देखने पर हमें ज्ञात होता है कि 


।, 9 का मान बढ़ने पर ॥॥09 का मान बढ़ता जाता है। यहां &॥9 का न्यूनतम 
मान 0 है एवं अधिकतम मान | है। 


2, 0 का मान बढ़ने पर ००४० का मान कम होता जाता है। यहां भी ००४० के 
न्यूनतम एवं अधिकतम मान क्रमश; 0 एवं | है। 


3, 6 के साथ (॥॥6 भी बढ़ता जाता है, किंतु ॥॥7 90" परिभाषित नहीं है। 


उदाहरण 5: 2 #॥2 300 (0 600-3 ७०४? 600 ५००2३०९ का मान ज्ञात कीजिए। 
कक ॥। | 2) 
हल ; क्‍योंकि आ॥ 300 >-; ०08 60? « हर , थ॥ 60" > ४3 एवं 88९ 30? <- 
2 2 5 
2 झा 30 ६ 60? -- 3 ००४7 60? ४००? 30 


"रबी 


308 । गणित 
| सत्यापित कीजिए कि 
5058 60? 008 20? - शा) 60" 9 30" 5 ७08 90" 


हम जानते हैं ०08 600  >, ००४ 300 « के थी) 300 तर शी 600 - भ 


वाम पक्ष - ८0४ 60१008 307 _- थ॥ञ 60१ 9॥ 30" 


आम जा अं 


बन सक०+०»«»मनन बन नममम»कथकम७ न अनन«-स- मनन नममन»«-_-नभ पान 


2 2 2 2.4 4 


दक्षिण पक्ष 0०890? «0 

वाम पक्ष - दक्षिण पक्ष 
उदाहरण 7: यदि ॥(8+8)5] एवं ००४ (४-98) ४२ 00208 +8<90" तथा 
४>8, तो & और 9 ज्ञात कीजिए। 


हल ; क्योंकि, जा [॥+9)< 


#॥+8< 907 (क्यों?) द () 
008 (8-9) < रे 
8॥-8-30 | (2) 


() एवं (2) समीकरणों को हल करने पर, हमें प्राप्त होता है 
85600 और 8-30" 


त्रिकोणमिति 309 


प्रश्नावजा ॥8,2 
।. मान ज्ञात कौजिए : 
(6)... शा 30" 208 45" + ०08 307 शं॥ 457 
().. ००४30" 608 45" «- शा। 30" आ 457 ' 
(8). था 60%+4 ००४7 45? +3 5६०१ 30" + 3 ९087 90० 
(५9) 4007 457 - 86० 60" + शा 60" + 0०४? 900 


(९). ०08९०? 30" थी 45%" - 8९०९ 60" 


;7 600 
(शं) आ। 60__ + 5 ००४ 90% - ८० 30% 


००४: 450 
ह (था) 45? 
० था) 30? + ०८०5 300 
गा (॥] 60" 
४४) 8९०८ 600 + ००४८० 607 
न 5 जा? 300 +0052450 +4 (2 60९ 
8): दा नाइट टन विन न नल् मत 


2 शी 30008 600 + (व 450 


2. निम्मलिखित में से प्रत्येक को सत्यापित कौजिए ; 
().. 008 60९- |- 2 श॥7 30९ ८2 ०052 30" - | 
(0). ९०४ 90९5 [ - 2 आ॥* 457 - 2 0097 45९ - | 
0). था] 30" ०08 60? + ०08 30" श॥ 60" ८ शा 90९ 


ा] 600 _ [0॥ 300 


५ ----+--- > 9॥ 307 
(९) [+शा 60? 300 ! 
(५). ०७०४: 30० - ॥॥2 30" < ८08 600 
(श) 4+ ०02 30" < ०0820* 300 


0_ ० &00 
008 30 +शां॥ 60 -_ ८08 30" 


(श) ] + भा। 300 + 008 60? 


शं॥ 60? 


(६2 0 
३+ 60६ 607 सधा30 . 


(भो) 


3|0 


3. दर्शाइए : 
6). श्ञा2450 + झा? 300 + जा? 600 हु 
तं).. शा 45९ + ९८087 45? 5 | 


(#). 2 ज्ञा7 60005 600 < न 


हे ह कल 
(५५ ८०४ 300 +आ 3 +(धव 450 - यू 


4. दिया है कि 30", तो सत्यापित कीजिए : 


() शा) 2 0 ८2 शी] 0 205 


0). शाह 5 कक पट 20 


(ए). शीा305३3 शी] ॥ - 4 आग 
(५9) ०0053 8 4९००४? 0-3 005 & 











0०08 8 ८ [ 
(७) ब+शा 6 नः ता 8. 
(५) भा 9 ब्य _ आओ 
गी-आंत 6 [-४7“#& 
8 
(भा) शो 0 5 ४८ एल 
[+ध्ा 68 
(-००४॥ 
(जी फंड ० 
005 


5. यदि (४+8)-] एवं ००४(५-४)-।,तो & और 9 ज्ञात कीजिए। 
] । |] ह ४ 
6. यदि &॥0-8)ल्‍7 , ००४(४+४) 7 तो & और 9 ज्ञात कीजिए। 


7. यदि ८०५(40" +४)5»॥ 30", तो » का मान ज्ञात कौजिए। 


गणित 


त्रिकोणमिति 3]] 
35,6 समकोण त्रिभुजों क॑ हल 

किसी त्रिभुज को तीन भुजाएं एवं तीन कोण उसके अवयव कहलाते हैं। दिए हुए 
अवयवों कौ सहायता से अज्ञात अवयवबों को ज्ञात कर लेने की प्रक्रिया को त्रिभुज 
को हल करना कहते हैं। अब हम समकोण त्रिभुजों को हल करने के प्रश्नों पर ध्यान 
देंगे! किसी समकोण त्रिभुज में यदि समकोण के अतिरिक्त एक भुजा और दूसरा 


अवयव (अर्थात्‌ भुजा या कोण) ज्ञात हो, तो हम त्रिकोणमितीय अनुपातों का उपयोग 
करके शेष अवयवों को ज्ञात कर सकते हैं। 


टिपणी : किसी समकोण त्रिभुज को हल करने के प्रयास में सर्वप्रथम हम एक 
आकृति बना लें एवं दिए हुए अबयवों को चिह्ित करें। इससे शेष अवयवों को ज्ञात 
करने में सहायता मिलती है। 


हम कुछ उदाहरणों पर ध्यान देते हैं : 


उदाहरण 8: & ४80 का 3 समकोण है। &8-6 एवं कोण 0-30", तो «९, 
एवं 80 ज्ञात कीजिए (आकृति 5.) 


हल ; «४८ को ज्ञात: करने को लिए 
है: 
बट 
0__ 
40 2 
/. 830 - 2 
80९ को ज्ञाव करने को लिए 


8.3 _ 52. 7 
छह था 30?- रु 





9 (१ 5 श 30? 5८ ठ 





या 








5 | 
छठ पा 3 0९ न्ल्ल्स्त हे 
या छठ | |! हट आकृति 5.॥ 


*; 856४4 

टिप्पणी : उपरोक्त त्रिभुज में दो कोण ज्ञात हैं जो 30* एवं 90" के हैं। तीसरा 
कोण 60" का होगा। अतः तीन कोण एवं तीन भुजाएँ निम्न हैं : 

८0560, “8-90, “0८३0९; ७856, #&(0ै:5-2, 80-63 


- 32 गणित 
झदाहारआ ०: त्रिभुज ए0₹२ में कोण ७ समकोण है। यदि 25 0 सेमी 
70 -5 सेमी, तो शेष अबयवों को ज्ञात कौजिए। 
हल : 70₹ समकोण त्रिभुज है। (आकृति 5.2) 

९05 


२0 आटा 


या धा। १ ८ रद 


क्योंकि ४ ] 
<२०३0१ ( ज्ञा)30 - हर ) 


अब “? < 9007-30? - 600 


] 
58. -< 8030 <८--- 
२ 


3 
_ ___ 
5 ढ्श थ5 
00 ०5४3 सेमी 





प्रश्मावली 8.3 


।. त्रिभुज 80८ में कोण 0 समकोण है। यदि 2» > 300, ५8 -2 सेमी, तो 820 और 
/( ज्ञात कीजिए। 


2. त्रिभुन ७80 में कोण 8 समकोण है। त्रिभुज के शेष अवयब ज्ञात कीजिए 
0) ८<८0०0«45०, #8 « 5 सेमी 
0) ८७5३0" &0- 8 सेमी 
(॥) ८0७60" 80-23 सेमी 
6९) ८0560" »0«5 सेमी 
(४) ८४45" 80 - 7.5 सेमी 


(श) <#&>60% ४8 > !] सेमी 


त्रिकोणमिति 33 


3, त्रिभुज एश०0 में कोण ॥/ समकोण है। निम्नलिखित स्थितियों .में शेष अवयब ज्ञात 
कौजिए ।$ 


6) ए५४>-३3 सेमी, 07-6 सेमी 

(0) 7४-०5 सेमी, 67-52 सेमी 

(9). एशश->8 सेमी, 0ए< सेमी 
. 0५ 0/>4 सेमी, 07-8 सेमी 

(४) ?/-5 सेमी, 0/-5 सेमी -: 


अध्याय 6 
प्मतल आकृतियों का मेन्सुरेशन 


॥00,] भूमिका 


हमारे समक्ष दैनिक कार्यक्षेत्र में ऐसी भी स्थितियां आती हैं जब विभिन्न वस्तुओं के 
मापों की आवश्यकता होती है जैसे क्‍ 


(0) भूखण्ड का क्षेत्रफल 

(४) कमरे की पुताई कराने के लिए उसके छत तथा चारों दीवारों का क्षेत्रफल 
तथा सीमेंट कराने के लिए फर्श का क्षेत्रफल 

(॥) किसी क्षेत्र को घेरने के लिए आवश्यक कटीले तार की लम्बाई 

0५) कपड़े के मेजपोश का क्षेत्रफल जबकि मेजु के चारों तरफ लटकने वाले 
कपडे की लम्बाई ज्ञात हो 

(४ बोतलों तथा धारित्रों की धारितायें ' 

(शं) तम्बू बनाने के लिए आवश्यक कपड़ा, हइत्यादि। 


ये सभी कार्यकलाप किसी न॑ किसी प्रकार से समतल आकृतियों के परिमाप तथा 
क्षेत्ररल अथवा ठोस के पृष्ठ क्षेत्रफल तथा आयतनों से संबंधित हैं। गणित की उस 
शाखा को जो समतल तथा ठोस आकृतियों की लम्बाई, क्षेत्रफल तथा आयतन के 
परिमापों से सम्बन्धित है मेन्युरेशन (्षेत्रमिति) कहते हैं। इस अध्याय में हम समतल 
आकृतियों के परिमाप तथा क्षेत्रफल को ज्ञात करने तक ही अपने को सीमित रखेंगे। 
पिछली कक्षाओं में हम कुछ समतल आकृतियों के क्षेत्रफल तथा कुछ ठोस के आयतन 
तथा पृष्ठीय क्षेत्रफल के बारे में पढ़ चुके हैं। आइये नीचे दी हुई सारिणी से हम 
समतल आकृतियों के क्षेत्रफल का पुनरावलोकन कर लें। 


स्मरण रखना है कि समतल आकृतियां वह हैं जो एक समतल में बनाई जाती 
हैं जैसे कि त्रिंभुज, चतुर्भुजे, बहुभुज, वृत्त आदि। आप कुछ समतल आकृतियों की 
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क्षेत्रफल वर्ग 
इकाई में 
०, 8, ० भुजाएं हें 
£ - ऊँचाई अर्ध-परिमाप 


8-८ + 2+ ८ 


समद्विबाहु 
समकोण त्रिभुज 





4- भुजा 

#- भुजा 
#- समांतर भुजाओं 
४ के बीच की दूरी 


4, ४ - समांतर भुजायें 
/#- उनके बीच 
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विशेषताएं पढ़ चुके हैं तथा उनके क्षेत्रफल और परिमाप निकाल चुके हैं। आपको इन 
परिणामों की इस पाठ में आवश्यकता पडेगी। अतः सारिणी 36.॥ की सहायता से 
उनको स्मरण कर डालिए। 

6.2 बहुभुज 


समतल आकृति को जो # रेखाखण्डों से परिबद्ध (घिरा) हो #- धुजाओं वाला बहुभुज 
कहते हैं। इस प्रकार त्रिभुज तीन भुजाओं वाला बहुभुज, चतुर्भुज चार भुजाओं वाला 
बहुभुज, पंचभुज तथा षटभुज क्रमश: पांच भुजाओं तथा छः भुजाओं वाले बहुभुज हैं। 


ग्दि बहुभुज की सभी भुजायें तथा कोण बराबर हों तो उसे समबहुध्रज कहते हैं। 
समबहुभुज की विशेषता है कि 


60) उसके अन्तर्गत एक वृत्त बना सकते हैं, तथा 
(४) उसके परिगत एक वृत्त खींच सकते हैं। 


समबहुभुज का केन्द्र उसके अन्तर्गत एवं बहिर्गत वृत्तों के केन्द्र, एक ही बिन्दु 
होते हैं। 


१6.3 त्रिभुज का क्षेत्रफल 
आप पिछली कक्षाओं में पढ़ चुके हैं कि 


त्रिभुज का क्षेत्रफल प्र (भुजा » भुजा के संगत ऊंचाई) 
अतः यदि &&80८ के आधार 8८ के संगत ऊंचाई «, हो (आकृति 6.), तो 


-] 
3580 का क्षेत्रफल - पर (80% 6०) 


4 
ला 
तय (६ >< "2 ग 9 
जहाँ 80-८ और &.-# 
क्या अन्य विधियां भी हैं जिससे 8 ८ 
किसी त्रिभुज का क्षेत्रफल ज्ञात का हे ह 


कर सकते हैं? अलेक्जेंडिया के आकृति 6.] 
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हिरोन ने, त्रिभुज के क्षेत्रफल को निकालने के लिए, जबकि उसकी संभी भुजायें दी 


हों, एक सूत्र दिया था, जिसको कि हीरो का सूत्र कहते हैं। अब हम इस सूत्र का 
कथन तंथा उसकी उपयोगिता दे रहे हैं। 


हीरे का सूत्र : 
१५8९ का क्षेत्रफल, जिसमें &8-८,80-८ तथा (४-०४ 


/ै ४-०)७-४७)४- ले है 4८)(७-४)(७- ८) 
होता है, जहाँ त्रिभुज का क्षेत्रफल प्रदर्शित: करता है तथा 
+8+ 
४+“----- त्रिभुज का अर्ध-परिमाप है। 





आइए कुछ उदाहरणों से सूत्र को समझें 


उदाहरण ॥ $ त्रिभुज का परिमाप तथा क्षेत्रफल निकालिए जिसकी भुजांओं की लम्बाई 
33 सेमी, १4 सेमी तथा १5 सेमी है। 


हल : त्रिभुज का परिमाप (25)53+4+ 5 5 42 सेमी, 


अर्ध-परिमाप (४) >3+ 4+ 5 या रे ५42 सेमी +- 2] सेंपी - 


हीरो सूत्र का प्रयोग करने पर, हमको त्रिभुज का क्षेत्रफल प्राप्त होगा 


# 84 सेमी 
अतः, त्रिभुज का क्षेत्रफल 84 सेमीः है। 


उद्दाहरण 2 : हीरो के सूत्र का प्रयोग कर, भुजा ८ के समबाहु त्रिभुज का क्षेत्रफल 
निकालिए। 


हल ; चूंकि त्रिभुज की प्रत्येक भुजा की लम्बाई 4 है अतः 
| 364 । 


8 नप्रा 


2 
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| मल को लग 
इसलिए, त्रिभुज का क्षेत्रफल 577 02 :०(य-०(--० 





हर 
4 4 । 
आपको स्मरण होगा कि भुजा 4 के समबाहु त्रिभुज का यही क्षेत्रफल होता है। 


उदाहरण 3: एक समकोण त्रिभुज की परिमाप 32 सेमी है और उसके कर्ण की लम्बाई 
5 सेमी है। अन्य दोनों भुजाओं को ज्ञात कीजिए तथा उसके क्षेत्रफल की गणना 
कीजिए। हीरो के सूत्र का उपयोग कर परिणाम की पुष्टि कौजिए। 


हल ; माना 80 दिया हुआ समकोण त्रिभुज है। (आकृति 6.2) 
माना &0>४ सेमी तथा 8056 सेमी है... * 


तब त्रिभुज का क्षेत्रफल थ 4०) सेमी? है। 
पुनः 4+४+5 5>2 या 4+४57 सेमी (]) कु 





पाइथागोरस के प्रमेष का उपयोग करने पर श्े अकेय 

हमें मिलेगा, का ८ ० सेमी छ 
धक0ा के 235 (2) आकृति ॥6.2 

(!) का वर्ग करने तथा (2) का प्रयोग करने पर हम पाते हैं 
25+2078 :- 49 

या ८0 न [2 (3) 


] 
» त्रिभुज का क्षेत्रफल » (7 ०४) 56 सेमी? 

(४-0)? +.(4+४)- 4८6 
49-48 -5] (]) तथा (3) से 


4-9. -5 +# 


(॥। 


, . 
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6) यदि 6+257 तथा 6-2४5] हमें 6८4,&«3 मिलता है 
कर) यदि 6+2 57 और 6-४<-! हमें ८०3, ७-4 मिलेगा। 
अर्थात्‌ त्रिभुज के अन्य दोनों भुजाओं की लम्बाई 3 सेमी एवं 4 सेमी है। 


अब हीरो के सूत्र का प्रयोग कर परिणाम की पुष्टि करते हैं। 


4 
अर्ध-परिमाप (8) ८ पा 5 6 सेमी 


व्छ-आअछ:कछ-ज 


अत; 0 >«6506-3)(6-4) (6-5) 
-6,3>2>%]<6 
अर्थात्‌ ७08८ का क्षेत्रफल 56 सेमी*, जैसा कि ऊपर निकाला जा चुका है। 


उदाहरण 4: किसी त्रिभुज की भुजायें 8 सेमी, 45 सेमी तथा ॥7 सेमी लम्बी हैं। 
उस त्रिभुज का क्षेत्रफल निकालिए। ॥7 सेमी लम्बी भुजा पर डाले गए शीर्ष लंब 
की लम्बाई भी ज्ञात कीजिए। 


् 8+5+]7 
हल : यहाँ &5 777 5२७ सेमी 
0. >२2020-8)20-5)20-77) सेमी” 


< 30 सेमी 
_ अर्थात्‌, त्रिभुज का क्षेत्रफल 60 सेमीः है। 
माना शीर्ष से 77 सेमी लम्बी भुजा पर डाले गए शीर्षलम्ब की लम्बाई 9 है। तब 


] ] ऊंचाई 
. 6 प्र 7/9) ("45 पर आधार » ऊंचाई) 


] 
इसलिए, # टू (7>72)5 60 


820 
अथवा » हपत्न वाद सेमी 


अर्थात्‌ वांछित ऊंचाई 7-- सेमी है। 


प्रश्नावली 6.] 
), हीशे के सूत्र की प्रयोग कर निम्न का क्षेत्रफल निकालिए 
0). त्रिभुज जिसकी भुजाओं के माप 20 सेमी, 30 सेमी तथा 40 सेमी &ैं। 
(0) त्रिभुज, जित्तकी भुजाओं के भाप 5 सेमी, 72 सेमी और ॥3 सेमी हैं। 


00) लघ्ब त्रिभुज, जिप्तमें समकोण बनाने वाली भुजाओं के माप 20 सेमी तथा १5 
सेभी हैं। 


(५) समबाहु त्रिभुज जिसकी परिमाप 60 सेमी हैं। 


2, एक समकोण त्रिभुज की परिमाप १44 सेमी है और उसके कर्ण की माप॑ 65 सेमी है। 
उसकी अन्य दोनों भुजाएं ज्ञात कीजिए और उसका क्षेत्रफल निकालिए। परिणाम की पुष्टि . 
हीरो के सूत्र द्वारा कौजिए। 


3, किसी सप्रकोण त्रिभुज की एक भुजा की माप १26 मी तथा उसके कर्ण और दूसरी 
भुजा की लम्बाईयों का अन्तर 42 मी है। उसकी दोनों अज्ञात भुजाओं के माप को 
निकालिए तंथा उम्नका क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। परिणाम की पुष्टि हीरो के सूत्र द्वारा 
कीजिए। 


4. किसी समदाहु त्रिभुज की एक भुजा की माप 8 सेमी है। हीरो के सूत्र द्वारा उसका 
क्षेत्रफल निकालिए। उसकी ऊंचाई क्‍या है? 


5. किसी समरद्विबाहु त्रिभुज का आधार ॥0 सेमी तथा बराबर भुजाओं में से एक भुजा ॥3 
सेमी है। उप्तका क्षेत्रफल हीरो के सूत्र द्वारा ज्ञात कीजिए। 


6.. किसी त्रिभुज के भुजाओं का अनुपात 3 : 4 : ॥5 है और उसका परिमाप 84 सेमी 
'. है। त्रिभुज का क्षेत्रफल निकॉलिए। 


7. किसी त्रिभुज के भुजाओं को अनुपात 25 : 77 : 72 है तथा उसका परिमाप 540 मी 
है। त्रिभुज का क्षेत्रक्तत निकालिएं। 
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॥6.4 चतुर्भुज का क्षेत्रफल 


किसी चतुर्भुण 482 को उसके विकर्ण, माना ४0, के द्वारा दो भागों 6४४8० तथा 
00०० में विभाजित कर सकते हैं (आकृति ॥6.3)। इस तरह बने #»8८ तथा 
#00 के क्षेत्रफलों की गणना कर सकते हैं। इन क्षेत्रफल का योग, चतुर्भुज ७80) 
का क्षेत्रफल होता है। इस प्रकार, यदि शीर्ष 8 तो 








और 79 से कर्ण ४0 पर डाली गई लांबिक दूरियाँ लि । व 
४ और #; ज्ञात हों, तब हे ५ 
| | ते गा 
मे ] थे ह 5 रे > 
त्रिभुज 880 का क्षेत्रफल 5 यर &05%8 नर ४ 
भुज का क्षेत्रफल < - ५८ छठ | २! हे 
त्रिभुन &00 का क्षेत्रफल 00»: लए फ 


[| 


चतुर्भुन ४8009 का क्षेत्रफल > त्रिभुज ४80 का क्षेत्रफल + त्रिभुज 


2४009 का क्षेत्रफल 


] 
ह्ः ट्र् 0९१४ + 7,2५८ २ ॥/ 


] ह 
हद उ 0 (४]+ /2) 
उदाहरण 5: चतुर्भुज &800) का क्षेत्रफल निकालिए जिसमें 


(0) विकर्ण &0-5 सेमी, तथा 8 एवं 0 से «0 पर डाले गए लम्ब की लम्बाइयाँ 
3 सेमी और 5 सेमी हैं। 


(0) 88 - 7 सेमी 80>2 सेमी, (70) -2 सेमी, 778-9 सेमी तथा विकर्ण 
8&0>5 सेमी। के 


0) चतर्भुज »800 का क्षेत्रफल - &७80 का क्षेत्रफल + ७७८09 का क्षेत्रफल 
(आकृति ॥6.4 ()) 


] 


|| 
ठ्र > 5 »3+ कप > 5 5 


पर ७+5 सेमी? 
60 सेमी... 
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(#)हम 8४80 और ७»०७० (आकृति १6.4 (0) के क्षेत्रफलों की गणना हीरो के 
सूत्र द्वारा करते हैं। 





>श 9 
कि 
कि हि 
5 ६४ | 
हर । ] 
| | हे का ५ 
हे ५ / | 5 र्‌ 
ईं2 रा 7 सेमी | कक 
3 2 सेमी ८ 
हु आकृति ॥60.4 (0) 


त्रिभुज 80८ में #8<7 सेमी, 80<2 सेमी तथा 0४ <5 सेमी 


| 7+2+ 5 

8५3९१ का अर्ध-परिमाप कैप लत जमतसी सेमी 

इसलिए, ७५४९ का क्षेत्रफल 07-75 07-9 07-59) 
 0बीएं 


60४८0 में, &0-5 सेमी, 0)<2 सेमी और 708-9 सेमी। 


इसलिए, उसका अर्ध-परिमाप « ण्ण -]8 सेमी 


च्द 


शत ध्या) | जा ते नाध-+--+व प्याज प+++ 


त्रिभुज ४00 का क्षेत्रफल 5,808-5)॥8-2)]8-9 

> 54 सेमी 
&/४8९ का क्षेत्रफल «७७८० का क्षेत्रफल 
- (0/7+ 54) सेमी । 


ह ]0%4.2 + 54 - 95.2 सेमीः 
', चतुर्भुण ४8८9 का क्षेत्रफल 5 95.2 सेमीः 


चतुर्भुन ४8८0 का क्षेत्रफल 


॥ 
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उदाहरण 6 : किसी समांतर चतुर्भुन की दो आसन्‍न भुजाओं की माप 5 सेमी और 
3.5 सेमी है। उसके एक विकर्ण की माप 6.5 सेमी है। समांतर चतुर्भुज का क्षेत्रफल 
ज्ञात कीजिए। 


हल : माना ४8८7 दिया हुआ समांतर चतुर्भुज है, जिसमें &8- 5 सेमी, 
80- 3.5 सेमी तथा बिकर्ण &0- 6.5 सेमी है (आकृति 6.5)। 

हम जानते हैं कि समांतर चतुर्भुज का विकर्ण &( उसको दो बराबर क्षेत्रफल वाले 
त्रिभुजों में विभाजित करता है। 

.. समांतर चतुर्भुन &807 का क्षेत्रफल >22<त्रिभुज &80 का क्षेत्रफल 


अब हम 6४४८ के क्षेत्रफल का परिकलन करेंगे। त्रिभुज »80 में 8 - 5 सेमी, 8० 
>3.5 सेमी और ७0 - 6.5 सेमी। अतः उसका अर्ध परिमाप 


5+3.5+ 6.5 5 


। कद कटा घ्ड सु 7.5 सेमी 
8 (0 
श्र 
5 
कर 3.5 सेमी 
रे 5 सेमी रे 
आकृति ॥6.5 
५ 88४80 का क्षेत्रफल रत छ-96+वले 


. >शीड 5 5व सेमी 
» समांतर चतुर्भुन ७8८0 का क्षेत्रफल - 29 5.5 सेमी* 
+ 0५5 सैमी* 
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उदाहरण 7: एक समचतुर्भुज की परिमाप 20 सेमी है। उसके एक विकर्ण की माप 
8 सेमी है। समचतुर्भुज का क्षेत्रफल और उसके दूसरे विकर्ण की माप निकालिए। 


हल ;: माना ४800 दिया हुआ समचतुर्भुन है जिसका एक विकर्ण 0-8 सेमी है 
(आकृति ॥6.6) 


चूँकि समचतुर्भुज की सभी भुजाएं बराबर होती हैं इसलिए 


परिमाप 20 
#8580<८०500 5 “ प्र/ "755 सेमी 


6480 में, &8 -80-5 सेमी, तथा «0-8 सेमी, इसलिए उसका 


0 








अर्ध परिमाप 5 - 77“ सेमी -9 सेमी 


2 





. हीरो सूत्र द्वारा ४80 का क्षेत्रफल 
9३८4 2८4 ५] 

८ ।2 सेमी घर 
, क्षेत्रफल &800 < 2%6#080 का क्षेत्रफल आकृति 86.6 


-< (29% 2) सेमी 
-< 24 सेमी? () 


हम समचतुर्भुज के क्षेत्रफल की गणना कर सकते हैं यदि उसके दोनों विकर्णों की 
लम्बाई मालूम हो। 


] लंत्वाली' ' 
' समचतुर्भुन 4800 का क्षेत्रफल हु विकर्णों की लम्बाइयों का गुणनफल 
768 
न प (8८४97) 
+न 24 सेमी? (() से) 


] 
या 2 8280)524  (.#९८>8 सेमी) 
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या 80) < 6 सेमी 
इस प्रकार, दूसरा विकर्ण 80-6 सेमी। 
विधि : हम जानते हैं कि समचतुर्भुज के विकर्ण एक दूसरे को समकोण 


वैकल्पिक 
पर समद्विभाजित करते हैं। इसलिए यदि विकर्णों ॥2 और ४89 का प्रतिच्छेद बिन्दु 
0 हो तो 08 समकोण त्रिभुज होगा जिसमें &0-4 सेमी तथा 8-5 सेमी है। 


80 5 +5१- +# -3 सेमी 
.. समचतुर्भुन #80 का क्षेत्रफल > 4» (समकोण त्रिभुज 09 का क्षेत्रफल) 
किन 426 (2 % 4263) सेमी 
+.. 24 सेमी 
विकर्ण 80 2» 80 ८6 सेमी 


ह प्रश्नावली 6.2 

।, चतुर्भुन ॥800 के क्षेत्रफल की गणना कीजिए जब विकर्ण &८ की लम्बाई -0 सेमी 
तथा 8 और 9 से &० पर डाले गए लम्बों की लम्बाई क्रमश: 5 सेमी एवं 6 सेमी 
हो। 


2. चतुर्भुज का क्षेत्रफल निकालिए जबकि उसके एक विकर्ण की माप 50 सेमी तथा चतुर्भुज 
के सम्मुख शीर्षों से दिए हुए विकर्ण पर डाले गए लम्ब की लम्बाइयाँ 70 सेमी और 
20 सेमी हों। 

3. चतुर्भुन ४809) का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिममें 8-3 सेमी, 80<4 सेमी 
00-6 सेमी, 0&-5 सेमी तथा विकर्ण #0«5 सेमी है। ह 


4. किसी समान्तर चतुर्भुज की दो आसन्‍न भुजाओं की लम्बाइयाँ क्रमशः 5 सेमी तथा 
3 सेमी हैं। उसके विकर्णों में से एक 20 सेमी लम्बी है। समान्तर चतुर्भुज का क्षेत्रफल 
निकालिए। 


5. समान्तर चतुर्भुज का क्षेत्रफल निकालिए. जिसके एक विकर्ण की लम्बाई 6.8 सेमी है 
तथा इसे बिकर्ण की सम्मुख शीर्ष से लाम्बिक दूरी 7.5 सेमी है। 


6. किसी समचतुर्भुज का परिमाप ॥46 सेमी है। उसके एक विकर्ण की लम्बाई 55 सेमी 
है। दूसरे विकर्ण की लम्बाई तथा समचतुर्भुज का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
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7. चतुर्भुनग ४800 का क्षेत्रफल निकालिए जिसकी भुजाओं की लम्बाई मीटर में क्रमश; 9, 
40, 28 तथा ॥5 है और प्रथम दो भुजाओं के बीच समकोण है। 


6.5 वृत्त, वृत्त का त्रिज्यखंड (६९९०) तथा वृत्त खंड (8९छ्ञाशा।) 


(0) वृत्त : बहुत सी वस्तुयें जिनका हमारे दैनिक जीवन से सम्बन्ध है वृत्ताकार बनावट 
की होती हैं। अत: हमारे जीवन मे वृत्ताकार आकृतियों से संबंधित वस्तुओं की लम्बाई 
तथा क्षेत्रफल निकालने में उत्पन्न व्यबहारिक कठिनाइयों का निवारण महत्वपूर्ण है। 
प्रारम्भिक कक्षाओं में आप कागज पर परकार की सहायता से वृत्त खींचना सीख चुके 
हैं। आपको स्मरण दिला दें कि वृत्त समतल ज्यामितीय आकृति है जिसका प्रत्येक 
बिन्दु, उसी समतल के एक निश्चित बिन्दु से अचर दूरी पर रहता है। निश्चित बिन्दु 
को वृत्त का केद्ध और अचर दूरी को उसकी त्रिज्या कहते हैं। त्रिज्या का दो गुना 
व्यास्न होता है। वृत्त का एक चक्कर लगाने में चलित दूरी, उसकी परियाप अथवा 
परिधि कहलाती है। हम भलीभांति जानते हैं कि किसी वृत्त की परिधि और उसके 
व्यास का अनुपात एक अचर राशि होती है। इस अचर राशि को ग्रीक (यूनानी) अक्षर 
7४ से दशति हैं। 


परिधि _ 
इस प्रकार ज्यास (१ 
अथवा परिधि # % » व्यास 


नव श 
+ 2प्न (जहाँ + वृत्त की त्रिज्या है) 


महान भारतीय गणितज्ञ, आर्यभट्ट, (जन्म 476 ४.0.) ने वर्ष 499 ४.0. में % का 


उन्होंने 62832 
सन्निकट मान दिया था। उन्होंने % - 2 भंग, खोजा। इस भिन्‍न को दशमलव 


में बदलने पर हम 73.46 (लगभग) पाते हैं। महान मेधावी भारतीय गणितज्ञ 
श्रीनिवास रामानुजन (887-920) की एक सर्वस्रमिका, का उपयोग कर गणितज्ञ 7 
का मान दशमलव के लाखों अंक तक शुद्ध मान निकालने में सफल रहे है। % एक 
अपरिमेय संख्या है अत; उसका दशमलब में निरूपण अनावर्त (॥००-०००००णष्ट) और 


अनवसानी (पणा-शागंरध्धा।ह) है। व्यवहारिक कार्यो में ; का सल्निकट मान प्यि या. 


3.]4 लेते हैं। 
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0) जिन्यखंड तथा कृत्त खंड : वृत्त का कोई भी भाग बृत्त का चाप कहलाता है। 
वृत पर दो बिन्दु & और 98 उसको दो चापों में बांटते हैं। सामान्यतः एक चाप दूसरे 
से बड़ा होता है। छोटा चाप लक्षु चाप और बडा चाप दीर्घ चाप कहलाता हैं। दोनों 
का ताम चाप »ह है। दोनो चापों में अन्तर करने के लिए बड़े चाप पर एक बिन्दु 
€ ले लेते हैं और लघु चाप को 48 द्वारा तथा दीर्घ चाप को #८४ द्वारा लिखते 
हैं (आकृति 6.7 0))। यदि इस तरह से बने दोनों चाप बराबर हों तो प्रत्येक को 
अर्धा्षत्त कहते हैं। 








0) | () 
आकृति 6.7 


यदि हम & और 9 को रेखाखण्ड से जोड़ दें तो इस रेखाखण्ड #8 को जीवा 
88 कहते हैं। मान लीजिए वृत्त जिसका केन्द्र 0 है, की #8 एक चाप है। तब 
त्रियीाओं &0,80 तथा चाप «8 से घिरा क्षेत्र वृत्त का ज़िन्यखंड कहलाता है 
(आकृति 6.70) का छायांकित भाग देखिए)। त्रिज्यखंड 088 को लघु त्रिज्यखंड 
कहेंगे यदि 8 लघुचाप है। लघु त्रिज्यखंड &08 का लघुचाप ४8 केन्द्र पर कोई 
कोण 6 डिग्री में बनाता है (0<80") आकृति 6.7 (0) में चाप «8 वृत्त को दो 
क्षेत्रों #२8४ तथा 85५ में विभाजित करता है जिसे वृत्तीय क्षेत्र का खंड संक्षेप में 
वृत्त का खंड कहते हैं। खंड «२8 लघु तथा खंड 85५ दीर्घ है [आकृति 6.7 
()॥ जब ४४ वृत्त का व्यास होता है उससे निर्धारित त्रिज्य खंड, वृत्त का खंड 
हो जाता है। । 
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36,6 बृत्त के तिज्यस्ंड तथा खंड का क्षेत्रफल 


यहाँ हम अपने को वृत्त के त्रिज्यखंड तथा खंड के क्षेत्रफल ज्ञात करने की समस्या 
तक केन्द्रित रखेंगे। बिना सिद्ध किए लिखना वांछित है कि वृत्त का क्षेत्रफल जिसकी 
ब्रिज्या + है, 772 होती है। 


(0) वृत्त के जिज्यखंड का क्षेत्रफल : तजिज्या + का त्रिज्यखंड ४08 लीजिए (आकृति 
6.7 6) माना “2४08-06 (9<800। जब 6 बढ़ता है, चाप की लम्बाई उसी अनुपात 
में वृद्धि करती है। 


जब कोई चाप केन्द्र पर 80? का कोण अंतंरित करता है 
अर्धवृत्त की लम्बाई 


जा रा 


॥ 


उसकी लम्बाई 


, चाप की लम्बाई जो केन्द्र पर 6" का कोण अंतरित करता है 
॥770 
80 ह 
इसी प्रकार जब कोई चाप केन्द्र पर 80" अंतरित करता हैं, उसके संगत त्रिज्यखंड 
अर्धवृत्त हैं जिसका क्षेत्रफल 
१4 


िजिियतणतणत। 


2 


इंसलिए यदि चाप केन्द्र पर 6 का कोण अंतरित करता है, उसके संगत त्रिज्यखंड 
का क्षेत्रफल | 


॥7772 8 
2» 80 

॥02 0 

. 360 

इस प्रकार त्रिज्या के वृत में, कोण 9 (डिग्री में) के त्रिज्यखंड के चाप की लम्बाई 
।, और क्षेत्रफल & के लिए ' 
707 0 7072 6. 
पं! ११ 5&छ 

9५ 











हम ध्यान दें कि & 
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0) बृत्त खंड का क्षेत्रफल : माना कि कोई चाप #5, त्रिज्या »के वृत्तीय क्षेत्र को 
दो खंडों ५८8 और 80 में विभाजित करता है। माना कि हम लघु खंड «८8 
का क्षेत्रफल निकालना चाहते हैं (आकृति १6.8 छायांकित भाग) 


नल. 
४0 और 80 को मिलाइए। है 


रर 








माना कोण ४08 < 9 (8<80% 
&048 का क्षेत्रफल - उ 04 *फ्ोश 
जहाँ 800, 8 से 0& पर लम्ब है। 


॥ 
न ह (७ >(08 था। 9 


आकृति 6,8 


वृत्त खंड ॥08 का क्षेत्रफल - त्रिज्यखंड 069 का क्षेत्रफल-«0/8 का क्षेत्रफल 





720 ] 0 
+ पद 72 (0०४ »८ 08 शा। 0) 
हि 3 (“8 9) ( ** 00 - 08 <-) 
_ 7? 770 [0] 
है 0 व | गि] 


वैकल्पिक विधि : वृत खंड «८8 का क्षेत्रफल निम्न प्रकार से प्राप्त किया.जा सकता 


है; 


केन्द्र 0 से जीवा &8 पर लम्ब 00 खींचिए (आकृति 6.8)। तब 00 कोण 
0 को समद्विभाजित करती है, क्योंकि 60५8 समद्ठिबाहु है जिसमें 00 - 08 <। 


। ] 9. १] 
». 00/3 का क्षेत्रफल >> उ%82070540% 00 5 शा उ 67०७ टू 
कं 6 0, 

घ्ल 2020 7 कक 2 


» वृत खंड 88८ का क्षेत्रफल + त्रिज्यखंड 02८9 का क्षेत्रफल - ५008 का क्षेत्रफल 
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गराश20. , , 0 ५ ह.॥ 
पर ॥5 झ॥ 2 ९०0 2 
2, रे शक हु 
॥ (तरह 9 2 ९ 2 


नोट : यदि आप ऊपर दो विधियों से प्राप्त ७029 के क्षेत्रफल को बराबर करें, 
तो आप पाते हैं कि। 


0 8] 
था) 0 5८ 2शा ८: 0०08 7 
]) 0 2 2 


भाना आप वृत्त के दीर्घखंड का क्षेत्रफल निकालना चाहते हैं, तब इस परिणाम का 
उपयोग कौजिए कि ह 
दीघवितखंड का क्षेत्रफल + लघुवृतखंड का क्षेत्रफल > वृत्त का क्षेत्रफल 
इसलिए, त्रिज्या » के वृत्त के दीर्घखंड का क्षेत्रफल 


2 
मे दर - 7 


7 पे - 9 0] 


उदाहरण 8 : 6 सेमी त्रिज्या के वृत की जीवा ४8, केन्द्र 0 पर 60" का कोण 
अंतरित करती है। वृत्त के त्रिज्यखंड 0808 तथा खंड ४05 का क्षेत्रफल निकालिए 
(आकृति १6.9)। (0-3.4 तथा ४३-.73 का उपयोग कीजिए) 


हल : () हमें इस सूत्र का प्रयोग करना है कि 
४ त्रिज्या वाले वृत्त खंड का क्षेत्रफल, जो केन्द्र 


अंतरित 2 
पर 8 कोण अंतरित करता है, के होता है। 
यहाँ 7-6 सेमी, 8-60" ह 





| 2 
अतः अभीष्ट वृत खंड का क्षेत्रफल “० ? 0 सेमी? 
360 


आकृति 6.9 
5 06% सेमी? > 6:9८ 3.4 सेमी? 
+ 8.84 सेमी” ह () 


समतल आंकृतियों का मेन्सुरेशन 


() 0 0#8 का क्षेत्रफल <« 


वृत-खंड ४08 का क्षेत्रफल « 


33| 


] 
ब आओ पर 
2 779 9 


] 
हर > 67 % थभ॥ 600 


] ०3 3 हट] 3 
- ४6१2५ --- (५ 0 हल 25८] 
2 भर हु (".' आ॥ 60 ठ ) 


5.57 सेमी (2) 


त्रिज्यखंड 0469 का क्षेत्रफल - त्रिभुज 0७8 
का क्षेत्रफल 


(8.84 - 5.57) सेमी: (()) और (2) से) 
3.27 सेमी 


बैकल्पिक विधि : यदि हम वृत खंड के क्षेत्रफल के लिए वैकल्पिक सूत्र का प्रयोग 
करें, तब वृत खंड &08 का क्षेत्रफल 


77» 60 
360 





62 ( - श॥307 00४30" ) 


पा. |. ४३3 
2 (-+-7 २८-77) 5 60- 9 ./5 
6:( ८ कफ ) ८ 670 - 9 


]8.84 - 5.57 - 3.27 सेमी” 


उदाहरण 9 : छड़ी के मिनट सुई की लम्बाई ॥4 सेमी है। मिनट सुई द्वारा एक मिनट 


में बनाए गए क्षेत्रफल को ज्ञात कीजिए। (6:« ्य लीजिए) 


हल : मिनट सुई ॥4 सेमी त्रिज्या का वृत्त बनाता है। एक घंटे अर्थात्‌ 60 मिनट 


में वह 360" का कोण निर्मित करता है। अतः मिनट सुई एक मिनट में >हह 


0 
32007 _ 6९ 
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का कोण बनाता है। इस प्रकार मिनट सुई, एक मिनट में, 6' कोण का और ॥]4 
सेमी त्रिज्या का त्रिज्यखंड निर्मित करती है। 


मिनट सुई द्वारा निर्मित वॉछित क्षेत्रफल ७ ॥ ये 


लीजिए) 


हल : त्रिज्यंड 0/09 के क्षेत्रफल (आकृति 6.0) 


22 .-+$>. [|+2<6 
अभरनसम-मम े«. (बाबा 
7 3600 


#। श्षेत्रफल 





सेमीः 


न्‍ “सेमी” हू 0.27 सेमी* 


उदाहरण १0 : वृत्त जिसकी ज़िज्या 0 सेमी है, उसकी जीवा /&8 केन्द्र पर समकोण 
अंतरित करती है। त्रिज्यखंड तथा दीर्घ वृत्त-खंड का क्षेत्रफल निकालिए। (:-3.4 


ध्यान दीजिए कि प्राप्त क्षेत्रफल, वृत्त के 


क्षेत्रफल का चौथाई है।. 


समकोण «५०089 का क्षेत्रफल 


[ ऊंचाई 
के आधार » ऊंचाई 


उ *0%0 सेमीः 


50 सेमी” 





20 
360 
90 
[ | | 
3.4%।0?* जन ] सेमी 


(.. 9-90", 75 0सेमी ) 
वर 0.42 0?) सेमी: 


3.4 »८ 25 सेमी 
78.50 सेमी? 





आकृति ॥6.00 
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लघु वृत्त-खंड का क्षेत्रफल - त्रिज्यखंड 00% का क्षेत्रफल - 
। त्रिभुज ४08 का क्षेत्रफल 
- (78.50 मा 50) सेमी? 
+ 28.5 सेमी* () 
दीर्घ वृत्त-खंड का क्षेत्रफल > वृत्त का क्षेत्रफल-लघु वृत्त-खंड का क्षेत्रफल 
5 (:) 039000- 28.5) सेमी? ((]) से) 
< (3.4 % 00 - 28.5) सेमी? 
« (34 - 28.5) सेमी? 
- 285.5 सेमीः 
प्रश्नावली ॥6.3 
।, वृत्त-खंड का क्षेत्रफल निकालिए यदि संगत त्रिज्यखंड का कोण १20" तथा वृत्त की 
ः क्रिज्या 2। सेमी है। (7८ ष्प लीजिए) . 
2, वृत्त के चतुर्थाश का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसकी परिधि 22 सेमी है।(:४-2- लीजिए) 


9, वृत्त की त्रिज्या ज्ञात क्रीजिए यदि 40" के चाप की लम्बाई %; सेमी है। अतः, इस 
चाप से बने त्रिज्यखंड का क्षेत्रफल निकालिए। 


4. वर्ग #800, 0 इकाई त्रिज्या के वृत्त के अंतर्गत बना है। बृत्त के उस भाग का क्षेत्रफल 
ज्ञात कीजिए जो वर्ग के. अन्दर नहीं है। (६+> 3.4 उपयोग कीजिए) की 


5. संलग्न आकृति में, वृत्त 3.5 सेमी त्रिज्या तथा 0 केन्द्र 
के वृत्त का चतुर्थाश 048 प्रदर्शित करता है। 


0). चतुर्थाश 0809 के क्षेत्रफल की 
* गणना कीजिए। 


_) दिया है 0052 सेमी, छायांकित ।/ ॥/8 ः | । “ । 


(ए<7 लीजिए) 





आकृति 6.॥ 


334 


गणित 


. घड़ी की मिनट सुई 0 सेमी लम्बी है। मिनट सुई द्वारा 9:00 पूर्वाह्न से 9:35 पूर्वाह 


के मध्य घड़ी के तल पर बनाए गए त्रिज्यखंड का क्षेत्रफल ज्ञात कौजिए। , 


, दो संकेन्द्री वृत्त जिनकी त्रिज्याएं 20 सेमी और १5 सेमी हैं, के द्वारा परिबद्ध वलयाकार 


भाग का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 


, एक समबाहु त्रिभुज का क्षेत्रफल 7300 सेमी? है। त्रिभुज के प्रत्येक कोणीय बिंदु को 


केन्द्र मानकर और त्रिभुज की भुजा की आधी लंबाई को त्रिज्या मानकर बृत्त खीचा गया 
है। त्रिभुज का वह क्षेत्रफल निकालिए जो वृत्तों के अन्तर्गत नहीं है। 60 «3.4 तथा 
५३ 5 .73 लीजिए) * 


, 0) उस वृत्त की परिधि निकालिए जिसका क्षेत्रफल 6.6 सेमी? है। 


(॥)) उस वृत्त का क्षेत्रफल कया है, जिसकी परिधि ॥ सेमी भुजा के वर्ग के परिमाप 
के बराबर है? (४८ धर लीजिए) 


. त्रिज्या 2। सेमी के वृत्त कौ एक चाप केन्द्र पर 60" का कोण अंतरित करता है। ज्ञात 


कीजिए ४ 
0) चाप की लम्बाई 
() इस चाप द्वारा बना हुआ त्रिज्यखंड का क्षेत्रफल 


(00) इस चाप द्वारा बना हुआ वृत्त-खंड का क्षेत्रफल! 


6.7 विविध उदाहरण 


उदाहरण ॥] ; समषटभुज का क्षेत्रफल निकालिए जिसकी एक भुजा 4 इकाई है। 


हल ३ 
(आकृति १6.2)। उसका केनद्ध 0 लीजिए, जो कि 
विकर्णों ॥0), 88 और (फ का प्रतिच्छेद बिन्दु है। 
तब समषटभुज 4 इकाई भुजा वाले 6 समबाहु 
त्रिभुजों में विभाजित होता है। 

' भुजा 4 इकाई वाले समबाह्‌ त्रिंभुज का क्षेत्रफल 


माना ४8८0छ7 दिया हुआ समषटभुज है 





किट ५ 


लि आय आकृति 6.2 


समतल आकृतियों का मेन्सुरेशन ह हे 


3 


५ समबाहु त्रिभुन 028 का क्षेत्रफल >» “2 ,4? वर्ग इकाई 


+ 4५3 वर्ग इकाई 
अत:, समभुज ४8079 का क्षेत्रफल < 6» 20५8 का क्षेत्रफल 


न 66१4-35 
5 24५3 वर्ग इकाई 


उदाहरण 42 ; समलंब के दो समांतर भुजाओं की लम्बाइयाँ 8 सेमी तथा १0 सेमी 
है। उसका क्षेत्रफल निकालिए यदि उसकी दो अन्य भुजाएं में प्रत्येक 5 सेमी लम्बी 
हो। 


हल : दिया हुआ समलंब ४8८7० लीजिए (आकृति 6.3), तब ४8< 8 सेमी, 
0050 सेमी और ७0 <80-5 सेमी है। 0& के समांतर (७ खींचिए जो कि 
/3 को 8 पर प्रतिच्छेद करे। तब ४5807 समांतर चतुर्भुकन है, जिसकी भुजाएं 
॥0 सेमी तथा 5 सेमी हैं, और «८58 एक समद्ठिबाहु त्रिभुज है जिसकी भुजा 
४80-80०5 सेमी और एछ8>8 सेमी है। 


0892 का अर्ध परिमाप «7 कण 8) _9 सेमी है। 


0 सेमी ० 
हीरो के सूत्र का प्रयोग करने पर किक 6 5 सेमी & सेमी 
8880 का क्षेत्रफल | 
8 का, की हर 
न बम्र्केकल <---.- -8सेमी __ मी 
<. ]2 सेमी* () आकृति 6.03 | 
त्रिभुण छ50 के आधार एछ8 पर शीर्ष ९ से डाले गए लम्ब की लम्बाई 9 लीजिए। 
] 
तब «880 का क्षेत्रफल « 2 2%०8) 
न ह 
2928) 5 2 (0) से) 
या ए 5 3 सेमी 
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अब समलंब #४९० का क्षेत्रफल 5 7 समातर भुजाओं का योग » ऊंचाई 


[ 
रू पर (8+ 0)%3 सेमी* 


> 42 सेमी 


उदाहरण ॥3 : आयतीकार हाल जिसकी लम्बाई 40 मी है, उसके फर्श का क्षेत्रफल 
960 मी है। 6मी»4मी माप की कालीनें उपलब्ध हैं। हाल के फर्श पर बिछाने 
' के लिए कितने कालीनों की आवश्यकता होगी? न 


हल : प्रत्येक कालीन की लम्बाई 6 मी और 
चौड़ाई 4 मी अर्थात्‌ क्षेत्रफल ८ 24 मी है। 





हाल के फर्श का क्षेत्रफल ८ 960 मी 
उप्तकी लम्बाई < 40 मी 
उसकी चौड़ाई - क्षेत्रफल/लम्बाई आकृति 6.4 
960 
कर 


इस प्रकार फर्श की लम्बाई 40 मी 
और चोड़ाई 24 मी है। 


चूँकि 6, 24 को विभाजित करता है, परंतु 40 को नहीं, हम कालीन के लम्बाई का 
घेर हाल के चौड़ाई के तरफ बिछायेंगे (आकृति 6.4)। इस प्रकार हमें एक स्तंभ 
(कालम) में 24« 654 कालीनों की आवश्यकता है जो कि फर्श क्रा 
24»4 मी आच्छादित करता है। फर्श के 40 मी लम्बाई को 4 मी चौडे कालीन 
से ढकने के लिए हमें 4) + 4- 0 स्तम्भ की जरूरत है। इस प्रकार हमें 24 मी 
लम्बाई और 4 मी चौड़ाई के 0 आयताकार स्तंभों की आवश्यकता है। चूँकि एक 


स्तंभ में 4 कालीनें हैं और स्तंभों की संख्या 0 है। अतः कालीनों की संख्या 40 
है। 


समतल आकृतियों का मेन्सुरेशन 3$7 


4 ४ दो संकेन्द्री वृत्ताकार दौड़पथ क्रमशः ॥00 मीटर तथा ॥02 मीटर 
ब्रिज्याओं के हैं। & भीतरी दौड़पथ पर दौडता है और दौड़पथ का एक चक्कर | 
मिनट 30 सेकंड में लगाता है, जबकि 8 बाहरी दौड़पथ पर ॥ मिनट 32 सेंकड में 
दौड़ता है। कौन तेज दौडता है? 


हल ; भीतरी दौड़पथ की परिधि ७ आ:» 00 मी 
- 2000 मी 
बाहरी दौड़पथ कौ परिधि - 20» (02मी 


रू 20% मी 


# भीतरी वृत्त के परिधि की दूरी तय करता है । मिनट 30 सेकंड अर्थात्‌ मिनट में 


3 भनों में 
अतः ४ द्वारा 2 मिनटों में चलित दूरी < 200 मी 
में 2007५ 2 
इसलिए, & द्वारा | मिनट में चलित दूरी » पड ला मी 
ली 33-॥ मी 
3 
“ & की चाल +< 33.30; मी/मिनट 


अब | मिनट 32 सेकंड 


23 
]+-- ) मिनट --- मिनट 
(मटर 


23. में 
अत; 8 द्वारा पद मिनट में चलित दूरी .< 20% मी 
: > 2040 % 5 
इसलिए, 8 द्वारा | मिनट में चलित दूरी « बाद 
<. 33.04: मी 
“« छ की चाल 33.0470 भी/मिनट 


चूँकि & की चाल 8 से अधिक है, इसलिए & तेज दौड़ता है। 
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उदाहरण 5 : आकृति ॥6.5 में, &80 एक समबाहु त्रिभुज 4 सेमी त्रिज्या के वृत्त 
के अन्तर्गत निर्मित है। छायांकित भाग का क्षेत्रफल निकालिए। 


हल ; आकृति 6.5 से स्पष्ट है कि छायांकित भाग का क्षेत्रफल 
- दिए हुए वृतत का क्षेत्रफल - &08८ का क्षेत्रफल 
वृत्त का क्षेत्रकल - 74” सेमी” | द 
60 सेमी? | (() 
माना ४8९ की ऊँचाई # है। । 
चूँकि वृत्त का केन्द्र, समबाहु त्रिभुज के केन्द्रक के संपाती है, इसलिए परिवृत्त 








2 
की त्रिज्या ७ तर | 
हमें # 
अतः हमें मिलता है 4- वह या #८6 सेमी (2) 
समबाहु त्रिभुज की भुजा ८ लीजिए, तब समकोण त्रिभुज 79 से 
2 
थी ८ ॥2+ (] या स्का ए्‌ 
हर 
या व ड़ धर है 
2# (2 / । 
या ०८ 5 छू 57% (०से ला । मम 
"न हिल 
समबाहु त्रिभुज का क्षेत्रफल - न कआकति 68 
... ऑ3. 8 
्क 3 ह 
5 [2./3 सेमी? (3) 


छायांकित क्षेत्र का क्षेत्रफल - वृत्त का क्षेत्रफल-त्रिभुज 8८ का क्षेत्रफल 
सू (677 -2.,/5) सेमी* (6) और (3) से) 
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हल्के: 


3 


, संलग्न आकृति में, दो संकेन्द्री वृत्तों से परिबद्ध क्षेत्र . 


. त्रिज्या 2। सेमी दी गई है, भीतरी वृत्त की त्िज्या 


विविध प्रश्नावली 


, एक तार जब वर्ग के आकार में भोडा जाता है तब १2 वर्ग सेमी का क्षेत्र परिबद्ध 


करता है। यदि तार को वृत्त के आकार में मोड़ा जाए तो वृत्त का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
>> मानिए 
(7 ० ) 


, कागज से, जो आयत' ४8८09 के आकार का है जिसमें »8«8 सेमी और 8९०-॥4 सेमी 


है एक अर्ध-वृत्तीय भाग जिसका 8८ व्यास है काटा जाता है। कागज के बचे हुए भाग 
का क्षेत्रफल निकालिए। 


770 सेमी” है (आकृति 6.6)। बाहरी वृत्त की 





की गणना कीजिए। (75 >> लीजिए) 
5 आकृति 6.6 


, ४800, 4 सेमी भुजा का वर्ग है। वर्ग के प्रत्येक कोने पर, । सेमी त्रिज्या का चौथाई 


वृत्त तथा केन्द्र पर सेमी त्रिज्या के वृत्त खींचे जाते हैं, जैसा की आकृति १6.॥7 में 
दिखाया गया है। छायांकित क्षेत्र का क्षेत्रफल निकालिए (53.4 उपयोग कीजिए) 





आकृति 6.07 


गणित 


, आकृति ॥6.8 में छायांकित भाग, कार के मा 

वाइपर द्वारा साफ किए गए क्षेत्र को प्रदर्शित $ ् 
करता है। वाइपर द्वारा साफ किए गए क्षेत्र 5 री) 
की गणना कीजिए, यदि 08&>7 सेमी और 


08-2] सेमी। (रू चर लीजिए) 





/ 
आकृति ॥6.8 
, आकृति 6,१9 में, वृत्त जिसका केन्द्र 0 तथा त्रिज्या 08-7 सेमी है के »8 और 


?0 दो लम्ब व्यास हैं। छायांकित भाग का क्षेत्रफल निकालिए। (४& नि लीजिए) 





आकृति ॥6,[9 


7. शतरंज के बोर्ड में 64 बराबर वर्ग हैं और प्रत्येक वर्ग का क्षेत्रफल 6.25 सेमी? है। 
बोर्ड के चारों तरफ 2 सेमी चौड़ा किनारा है। शंतरज के बोर्ड के भुजा की लम्बाई 
ज्ञात कीजिए। ह 


अध्याय ॥7 


क्ृतियों का मेन 








॥7.] भूमिका 

अध्याय 6 में हम समतल आकृतियों के मेन्सुरेशन का अध्ययन कर चुके है। इस 
अध्याय में हमारा लक्ष्य ठोस आकृतियों के मेन्सुरेशन का अध्ययन करना है। हम 
विशेषकर प्रिज्मों, पिरिमिडों तथा उनके आयतनों और पृष्ठीय क्षेत्रफलों के बारे में पढ़ेंगें। 


॥.2 लम्ब प्रिज्य 


दो सम सर्वांगसम समतलीय आकृतियाँ जैसे सम पंचभुज को दो विभिन्‍न समांतर तलों 
में लीजिए। संगत शीर्षों &«', 88' 0१, 0)' तथा 58 को इस प्रकार मिलाइए कि 
पाएव फलकें 8७४8, 88'00, 0000, 90788 तथा ए४५५ आयत बनें [आकृति 
77.0)॥ इस प्रकार निर्मित ठोस को लम्ब प्रिण्म कहते है। समांतर फलकें ॥80008 
तथा (४8७७४) को प्रिज्म का आधार (सिरे) कहते है। 





(7) लम्ब वर्गाकार प्रिजम (॥) लम्ब त्रिभुजीय प्रिज्म 
आकृति ॥7.] 
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आधार कौ आकृतियों के नाम पर प्रिज्म कां नाम पड़ता है। जैसे यदि आधार त्रिभुज 
है तो प्रिज्म को लम्ब त्रिभुजीय प्रिज्य कहते है। यदि आधार की आकृति पंचभुज है 
तब प्रिज्य को लम्ब पंचभुजीय प्रिज्म कहेगें। 


छान और छनाभ प्रिज्म के परिचित उदाहरण हैं ज़िनके आधार क्रमशः वर्ग तथा आयत 

हैं। 

टिप्पणी 

4. व्यापक रूप में, लम्ब प्रिज्म समवलीय प्र॒ष्ठों से निर्मित ठोस है जिसको आधार 
समांतर सर्वांगसम बहुभुज होते हैं तथा पार्श्वप्ष्ठ आयत हैं। 

2. समांतर आधारों के बीच की दूरी को लम्ब प्रिज्म की ऊंचाई कहते हैं। 

3. यह आवश्यक नही है कि प्रिज्म आधार के सहारे ही टिकी हो। वह पार्श्वपृष्ठ 
के सहारे भी रखी जा सकती है, जैसा कि आकृति 7.2 में दिखाया गया है। 


इस स्थिति में आधारों को सिरे कहना तथा ऊंचाई को प्रिज्म की लम्बाई कहना 
अधिक उपयुक्त होगा। 





आकृति ॥7.2 


इस पाठ में हम उन लम्ब प्रिज्मों के पार्श्व पृष्ठों के क्षेत्रफल, सम्पूर्ण पृष्ठों के क्षेत्रफल 
आयतनों की विवेचना पर ही केन्द्रित, रहेंगे जिनके आधार समबाहु त्रिभुज हें। 
7.3 लम्ब त्रिभुजीय प्रिज्म द 


आकृति 7.3 में लम्ब त्रिभुजीय प्रिज्म दर्शाया गया है। संभव है कि पारदर्शी शीशे 
से बना ऐसा प्रिज्म आपने अपनी विज्ञान की प्रयोगशाला में देखा हो। 


ठोस आकृतियों का मेन्सुरेशन दे 


समांतर पृष्ठ &80 तथा ४४ को प्रिज्म के ्श 
सिरों की फलकें कहते हैं। सिरे 480 को जिसके 
सहारे प्रिज्य खड़ा रहता है, प्रिज्म का आधार 
कहते है। आयताकार पृष्ठों ७७७8, 88८ तथा 
(८५% को प्रिज्म का पार्श्व (किनारा) पृष्ठ कहते 8: ९ 
हैं। दो पार्शश फलकों की उभयनिष्ट रेखाखण्ड को 
पर्व कोर कहते हैं। आकृति 47.3 में ७७, 88' 
तथा 00" प्रिज्म की पार्श्व कोरे है। इस लम्ब 
त्रिभुजीय प्रिज्म के छः शीर्ष #,8, ०, ', 8',, ९", 


नौ कोरें 68, 80, 2७, »8', 80", 0५, 8», 88' ग 
तथा 00" तथा पांच फलकें ७80, ७'8'0', #88७', लम्ब त्रिभुजीय प्रिज्य 
0९०५५' 800 हैं। आकृति ॥7.3 


॥7.4 लम्ब त्रिभुजीय प्रिज्म का पार्श्व पृष्ठ क्षेत्रफल तथा सम्पूर्ण पृष्ठ क्षेत्रफल 


प्रिज्म के .पार्श्व पृष्ठों के क्षेत्रफलों के योग को उसका यार्श्ब 0__ ' 
एरष्ठ क्षेत्रफल कहते हैं। पार्श्व पृष्ठ, क्षेत्रफल तथा दोनो सिरों ' ी 
, क्षेत्रफलों के योग को प्रिज्म का सम्पूर्ण पष्ठ क्षेत्रफल ,। 
कहते हैं। आकृति 7.4 में एक लम्ब त्रिभुजीय प्रिज्य दिखाया : ढ 
गया है। इसका । 
() पार्श्व पृष्ठ क्षेत्रफल > पार्श्व पृष्ठों &88'५', 800फ ५ 2 
तथा ०५७७० के 
क्षेत्रल का योग 
८ (#3 >#/॥+ 800८४ + (8 » #/) 
ह आकृति ॥7.4 
- (७03 +50+ 0७) » # 
क्‍ जहाँ # प्रिज्म की ऊंचाई है। 
पर्व पृष्ठ क्षेत्रफल 5 (आधार का क्षेत्रफल) »९ प्रिज्पम की ऊंचाई () 


(0) लम्ब त्रिभुज प्रिज्य का सम्पूर्ण पृष्ठ क्षेत्रफल > पार्श्व पृष्ठ क्षेत्रफल + 
2 (आधार का क्षेत्रफल) 
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दूसरे शब्दों में 


: प्म्पूर्ण एष्ठ क्षेत्रल  पार्श्व पृष्ठ क्षेत्रफल +2 (आधार का क्षेत्रफल) 
(आधार का परियाष))८ ऊंचाई +2 (आधार का क्षेत्रफल) 


|] 


॥ 


विशेषकर, यदि, # ऊंचाई के प्रिज्म का आधार भुजा ० का समबाहु त्रिभुज हो तो 
उसका सम्पूर्ण पृष्ठ क्षेत्रफल 
3६98 + न है। (.. समबाहु त्रिभुज का क्षेत्रफल - हे होता है) 


नोट : लम्ब प्रिज्मों के लिए सूत्र (!) तथा (2) हमेशा सत्य हैं, उसके आधार की 
आकृति चाहे जिस प्रकार की हो। 
अब हम कुछ उदाहरणों से सूत्रों को स्पष्ट करेंगे। 


उदाहरण ॥ : किसी लम्ब प्रिज्य की ऊंचाई 30 सेमी तथा आधार 8 सेमी भुजा का 
समबाहु त्रिभुज है। उसका पार्श्व पृष्ठ क्षेत्रफल तथा सम्पूर्ण पृष्ठ क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। ' 


हल : लम्ब त्रिभुज का पार्श्व पृष्ठ क्षेत्रफल - आधार का परिमाप » ऊंचाई 
(8+8+ 8) » 0 सेमी 

ह 240 सेमी? 

त्रिभुजीय प्रिज्प का सम्पूर्ण पृष्ठ क्षेत्रफल » पार्श्व पृष्ठ क्षेत्रफल +2 (आधार का क्षेत्रफल) 


| 


(240 + 2 श्र » 82) सेमी* 
८ (240 + 32 ,/3) सेमी 
(240 + 55,424) सेमी? 
(३ 5.732 लेने पर) 


< 295.424 सेमी* 


उदाहरण 2 ; किसी लम्ब प्रिज्म का आधार समबाहु त्रिभुज है जिसका क्षेत्रफल 


943 सेमी है। यदि प्रिज्म की ऊंचाई 6 सेमी हो, तो उसका पार्श्व पृष्ठ क्षेत्रफल 
तथा सम्पूर्ण पृष्ठ क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 


होस आकृत्ियों का मेन्सुरेशन ः ४ 


हल ; ४ भुजा के समबाहु त्रिभुज का क्षेत्रफल - पथ 
४5 हक | 
[० +5 9४3 (दिया है) 
वा । वा... 5 36 
या ग 6 


अर्थात्‌ समबाहु त्रिभुज की भुजा 6 सेमी है। 
प्िज्म का पार्श्व पृष्ठ क्षेत्रफल 


(आधार का परिमाप) » ऊंचाई 
- (8»6) सेमी” 
र 288 सेमी 
प्रि्म का सम्पूर्ण पृष्ठ क्षेत्रफल - पार्श्व पृष्ठ क्षेत्रफल +2 (आधार का क्षेत्रफल) 


< 288 +2 %८ हि 6? | सेमी? 


८ (288 + 8ल्‍/3) सेमी 
उदाहरण 3 : किसी लम्ब प्रिज्म का आधार 36 सेमी परिमाप का समबाहु त्रिभुज 


है। यदि प्रिज्य का सम्पूर्ण पृष्ठ क्षेत्रफल (288 + 72५3) सेमी हो, तो उसकी ऊंचाई 
ज्ञात कीजिए 


हल : आधार का क्षेत्रफल्त - 36 सेमी 


अतः आधार की भुजा १2 सेमी (.. आधार समबाहु त्रिभुज है) 


(आधार का परिमाप) » ऊंचाई 
+2 » (आधार का क्षेत्रफल) 


प्रिज्प का सम्पूर्ण क्षेत्रफल 


४3 अनार 
न 36#+ 2 कक 27 (जहाँ # ऊंचाई है) 


< 368#+ 724५3 
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॥ 


दिया हुआ है सम्पूर्ण क्षेत्रफल (288 + 72 ४3) सेमी” 
36#+ 7243 < 288 + 72 ४3 

या 8 > 8 

अत: प्रिज्म की ऊंचाई 8 सेमी है। 


7.5 जम्ब त्रिभुजीय प्रिजा का आयतन 


हम पिछले परिच्छेद में आपको बता चुके है कि घनाभ, एक लम्ब प्रिज्म है। हमें 
यह भी ज्ञात है कि घनाभ का आयतन उसके आधार के क्षेत्रफल और ऊंचाई का 
गुणनफल होता है। इसलिए स्वाभाविक रूप से यह ' अनुमान होता है कि 'जनाभ के 
आयतन का सूत्र सभी लम्ब प्रिज्मों के लिए भी ठीक होना चाहिए। हम ज्यामितिय' 
विधि से यह सिद्ध कर सकते हैं कि हमारा' अनुपान सही है। हम बिना सिद्ध किये 
यह कथन करते हैं कि लम्ब प्रिज्म का आयतन उसके आधार का क्षेत्रफल तथा ऊंचाई 
का गुणनफल है। 


लम्ब प्रिज का आयवन < आधार का क्षेत्रफल )« ऊंचाई 
विशेष स्थिति में, जब लम्ब प्रिज्म का आधार ८ भुजा का समबाहु त्रिभुज हो, तब 


2 
आयतन +< पा &॥# 
जहाँ # प्रिज्म कौ ऊंचाई है। 
हम कुछ उदाहरणों के द्वारा इसकी व्याख्या करेंगे। 


उदाहरण 4 ; लम्ब प्रिज्म का आयतन ज्ञात कौजिए जिसकी ऊंचाई ॥0 सेमी तथा 
आधार 6 सेमी भुजा की समबाहु त्रिभुज है। 


हल ; लम्ब प्रिज्म का आयतन <« (आधार का क्षेत्रफल) » ऊंचाई 
| ६] 
न कक »62 » 0 सेमी? 


हू 90.3 सेमी? < 55.88 सेमी 
(3 5.732 लेने पर) 
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उदाहरण 5 ; किसी लम्ब प्रिज्म का आधार 73 सेमीः क्षेत्रफल का समबाहु त्रिभुज 
है। प्रिज्म का आयतन 0380 सेमी? है। प्रिज्म की ऊंचाई तथा -पार्श्व पृष्ठ क्षेत्रफल 


ज्ञात कीजिए [./3 -.73 लीजिए | 


हल ; ८ भुजा के समबाहु त्रिभुज का क्षेत्रफल - का 


दिया है आधार का क्षेत्रफल >> [73 सेमी? 
४ 
अत; +>ध2 . जग 
4 
या [73 
4 १ द््ः 
अर्थात्‌. 6 ह >>. 20 
अतः. प्रिज्म के आधार की भुजा < 20 सेमी 
पुन, प्रिज्प का आयतन 5 (आधार का क्षेत्रफल) » ऊंचाई 
या... 0380 »  ]733% ह 


जहाँ # प्रिज्म की ऊंचाई है। 
या | . # 60 सेमी 
अर्थात प्रिज्म की ऊंचाई 60 सेमी है। 


प्रश्नावली ॥7. 
. लम्ब प्रिज्पों का आयतन निकालिए जिनके 


0) आधार का क्षेत्रफल -242 सेमी”, ऊंचाई “30 सेमी है। 
(४) आधार का क्षेत्रफल < 350 सेमी”, ऊंचाई -24 सेमी है। 


. 2, निम्न लम्ब प्रिज्मों की ऊंचाई ज्ञात कीजिए जिसका है 


0) आयतन -॥500 सेमी, आधार का क्षेत्रफल -50 सेमी, है 
(0). आयतन -6090 सेमी), आधार का क्षेत्रफल “725 सेमी, है। 
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3, निम्न लम्ब प्रिज्मों का आधार समबाहु त्रिभुज है। उनके पार्श्व पृष्ठ क्षेत्रफल तथा सम्पूर्ण 
पृष्ठ क्षेत्रफलों को निकालिए जबकि दिया है कि 
0) आधार के प्रत्येक भुजा की लम्बाई 5 8 सेमी, ऊंचाई «॥0 सेमी 


(0) समबाहु त्रिभुज वाले आधार का क्षेत्रफल < 64४3 सेमी”, ऊंचाई > 32 सेमी 
(0॥) प्रिज्म की प्रत्येक कोर 54 सेमी। 


4, किसी लम्ब प्रिज्म का आयतन, जिसका आधार समबाहु त्रिभुज है, 250५5 
सेमी? है। प्रिज्य का पार्श्व पृष्ठ क्षेत्रफल तथा सम्पूर्ण पृष्ठ क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए यदि 
उसकी ऊंचाई ॥0 सेमी हो। | 

5. किसी लम्ब प्रिज्प का आधार 7 सेमी भुजा का समबाहु त्रिभुज है। प्रिज्म का आयतन 
ज्ञात कीजिए यदि उसकी ऊंचाई 24 सेमी है। 

6. किसी लम्ब प्रिज्म का आधार समबाहु त्रिभुज है। उसका पार्श्व पृष्ठ क्षेत्रफल ॥20 सेमी* 
तथा आयतन 40.3 सेमी” है। प्रिज्म कौ ऊंचाई तथा आधार की भुजा निकालिए। 


7. लम्ब प्रिज्म का आधार समबाहु त्रिभुज है जिसकी प्रत्येक भुजा 5 सेमी लम्बी है। प्रिज्म 
की ऊंचाई निकालिए जबकि उसका आयतन 5093 सेमी है। 


8. लम्ब प्रिज्म का आधार 6 मी भुजा का समबाहु त्रिधुज है। उसका पार्श्व पृष्ठ क्षेत्रफल 
72 मी है। प्रिज्म की ऊंचाई ज्ञात कीजिए। 


१$9,6 पिरैगिल 


प्रिज्य की तरह, पिरैमिड भी 'त्रिविमीय ठोस आकृति है। इस आकृति ने मनुष्य समुदाय 
को प्राचीन काल से आकर्षित कर रखा है। आपने सम्भवतः मिस्र के पिरिमिडो के 
बारे में पढ़ा होगा जो संसार के सात आश्चर्यों में से एक है। ये पिरैमिड 3000-2000 . 
ई०पू० काल के बने है। ये पिरिमिड, वर्ग आधार पर बने पिरिमिडों के सटीक नमूने 
हैं। उनका निर्माण कैसे हुआ? कोई नहीं जानता। पिरैमिड क्‍या हैं? इस प्रश्न का उत्तर 


ढूढ़ पाना कठिन नहीं है यदि हम निम्न आकृतियों की रचना का सावधानी पूर्वक 
निरीक्षण करें। 


हम ध्यान पूर्वक देखने से पाते हैं कि १7.5 के आकृति के पार्श्व (तिरछे) पृष्ठ 
त्रिभुजीय है। सभी त्रिभुजों का एक उभयनिष्ठ शीर्ष 0 है जो आधार में नहीं है। 
आधार विभिन्‍न आकृतियों का समतल है (आकृति १7.5) की आकृतियां पिरैमिड हैं। 
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0 (शीर्ष शीर्ष 
() (0) | (४४) 
आकृति 77.5 


इस प्रकार हम पिरैमिड को निम्न प्रकार से परिभाषित करते हैं: 


पिरैमिड समतल पृष्ठों से बगी ठोस आकृतियां है, जिसमें से एक, जिसे आधार कहते. 
हैं, एक सरलरेखीय आकृति हैं तथा शेष प्ुष्ठ त्रिथशुज हैं जिनका एक. उभयनिष्ठ शीर्ष 
आधार तल के बाहर है। 


त्रिभुजीय आधार वाले पिरिमिड को चतुष्फलक («ए्माल्ताण्व : 
पृ» का अर्थ चार, ॥०0० का अर्थ फलक) कहते हैं 
(आकृति 47.6)। इसके चार त्रिभुजीय पृष्ठ 088, 080, 
0०७ तथा 880 छ:; कोरें 08, 08, 00, ४8,82८ तथा ०९४, 
चार शीर्ष 0, »,8, तथा 0 हैं। इन चार पृष्ठों में से « 
किसी को भी हम चतुष्फलक का आधार मान सकते हैं। 
चतुष्फलक के अतिरिक्त अन्य पिरैमिडों का नाम उनके 
आधार के अनुसार रखा जाता है जैसे वर्गाकार 
पिरैमिड, पंचभुजीय पिरैमिड, षट्भुजीय पिरैमिड आदि आकृति ॥7# 
[आकृति 7.5(॥), (४), (५)]। का 





7.7 लम्ब पिरैमिड 


हम ऐसे पिरैमिड पर विचार करेंगे जिसका शीर्ष 0 हो तथा आधार समबाहु त्रिभुज 
#830 हो। इसे (0, ७80) से प्रदर्शित करेंगे (आकृति ॥7.6) माना 0 त्रिभुज &80 
का केन्द्रक (अंतःकेन्द्र, वाह्म केन्द्र) है। जब रेखाखण्ड 06 जो शीर्ष 0 को पिरैमिड 
(चतुष्फलंक) के आधार के केन्द्रक 5 से मिलाती है, आधार ४8८ पर लम्ब होती 
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है, तो उसी पिरैमिड को लम्ब पिरैमिड तथा रेखाखण्ड 00 की लम्बाई को पिरैमिड 
की ऊंचाई कहते हैं। यह दर्शाया जा सकता है कि यदि हम शीर्ष 0 को ४8, ४8८, 
८» के मध्यबिन्दुओं क्रमशः , ४, !४ से मिलाये तो 0,- 0५ < 0! [पढ़िये उदाहरण 
500)] लम्ब पिरैमिड की तिर्यक ऊंचाई उस रेखाखण्ड की लम्बाई होती है जो शीर्ष 
को आधार की भुजा के किसी भधष्य बिन्दु को मिलाती है। आकृति १7.6 में, लम्बाई 
(0५, 09,.0, 0.) प्रिमिड की तिर्यक ऊंचाई है। हम केवल ऐसे लम्ब पिरैमिडो 
पर केन्द्रित रहेंगे जिनके आधार समबाहु त्रिभुज हैं। 

उदाहरण 6 : किसी लम्ब पिरैमिड के लिए जिसका आधार समबाहु त्रिभुज है, निम्न 
सिद्ध कीजिए। 


(0) पार्श्व कोरें लम्बाई में बराबर होती हैं। 


(0) शीर्ष को आधार की भुजाओं के मध्य बिन्दुओं से मिलाने वाले रेखाखंण्ड बराबर 
होते हैं। 


0) माना (0, 80) दिया हुआ पिरैमिड है जिसका अधार समबाहु बराबर 
है। माना, 0 त्रिभुज 880 का केन्‍्द्रक है। 


चूँकि त्रिभुज &80 का 0 केन्द्रक है, अत; 00 - 08 - 02 
रेखाखण्ड 00 आधार ४80८ पर समकोण है 

अतः 00५, 008 तथा 0060 समकोण त्रिभुज हैं। 
समकोण त्रिधुज 00» में 


030 -ठ0क+कड । 
>गिद ट्टनललननन 


जहाँ 06<%8, 08508 ५ 00 -», 
इसी प्रकार समकोण त्रिभुजों 058 तथा 0060 से हमें 





08 >/॥०+%? तथा ह हे 
आकृति ॥7.7 
८ ४॥२+ ४ प्राप्त होगा। 


अतः 08-08 -00 इस प्रकार पार्श्व कोरें लम्बाई में बराबर होती है। 
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(0) हमने 6) में सिद्ध किया है कि पार्श्व कोरें लम्बाई 
में बराबर होती है। इससे पिरिमिड के पार्श्व पृष्ठ 088, । रे 
080 तथा 00< सर्वांग्सम समद्ठिबाहु त्रिभुज होंगे। 
इसके फलखरूप सर्वागसम त्रिभुजों की माध्यिकाएँ 0, 
00 तथा 0४ लम्बाई में बराबर होगी (आकृति १7,8)। ५ 


बह वर कर लाई सिह को हिवेको कचट सलीम (2 2] पल], पल 


टिप्पणी : ध्यान दीजिए कि 0, 0, 0५, त्रिभुज की 
भुजाओं 8,80८ तथा ८५ के क्रमश: लम्ब समद्ठविभाजक 





हैं। आकृति ॥7.8 
77.8 लम्ज पिरैमिड का पार्श्व पृष्ठ क्षेत्रफल 
लम्ब पिरैमिड जिसका आधार समबाहु त्रिभुज है उसके पार्श्व पृष्ठों के क्षेत्रफल के 


योग को लम्ब पिरैमिड का पार्श्व पृष्ठ क्षेत्रफल कहते हैं। समबाहु त्रिभुज के आधार 
वाले लम्ब पिरिमिड के लिए 


पर्व पृष्ठ क्षेत्रफल 


य (आधार का परियाप) ३८ तिर्यकः ऊंचाई 


उ् 
घन 2 ज्र ( 


जहाँ ८ समबाहु त्रिभुज की भुजा की लमबाई तथा # पिरैमिड की तिर्यक ऊंचाई है। 


१7.9 लम्ब पिरैमिड का आयतन 
हम बिना सिद्ध किए लम्ब पिरैमिड के आयतन का सूत्र दे रहे हैं। 


| लाई 
लम्ब पिरैमिड का आयतन « व्र॒ धार का क्षेत्रफल) १६ 3 


| ०5 मत 
जब आधार, ८ भुजा का समबाहु त्रिभुज है उसका क्षेत्रफल पर होता है। अतः 


| ४3 
समबाहु त्रिभयु्त को आधार वाले लम्ब प्रिमिड का आयतन + पुर 72४ 


जहां ० आधार के प्रत्येक भुजा की लम्बाई तथा # प्रमिड की ऊंचाई है। 
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टिप्पणी : (/) लम्ब प्रिमिड, जिसका आधार समबाहु त्रिभुन है, उसके आयतन के 
सूत्र की पुष्टि निम्न प्रकार से की जा सकती है। एक खाली बर्तन लीजिए जिसका 
आकार समबाहु त्रिभुजाकार आधार वाला लम्ब प्रिज्य हो तथा ऊपरी सिरा खुला हो। 
एक दूसरा खाली बर्तन लीजिए जो लम्ब पिरैमिड के आकार का हो जिसकी ऊंचाई 
: तथा त्रिभुजाकार आधार का क्षेत्रफल प्रिज्म को ऊंचाई तथा आधार के क्षेत्रफल के 
बराबर हो। पिरैमिड का आधार खुला हो। अब इस चतुष्फलक के आकार वाले बर्तन 
में कोई द्रव भरकर तीन बार प्रिज्म के आकार वाले बर्तन में डालिए। अब पायेंगे 
“कि प्रिज्प आकार वाला बर्तन द्रव से लबालब भर गया है। इससे यह सिद्ध होता 
है कि पिरैमिड का आयतन, प्रिज्पय के आयतन का एंक-तिहाई भाग है। इसी बात 
को पिरैमिड के आयतन का सूत्र भी प्रकट करता है। 


(2) उपरोक्त पार्श्य पृष्ठ क्षेत्रफल तथा आयतन का सूत्र उन सभी लम्ब पिरैमिडों के 
लिए भी सत्य है जिनका आधार सम बहुभुज है। 


अब हम कुछ उदाहरणों के द्वारा सूत्रों का प्रयोग करना सीखेंगे। 


उदाहरण 7 ; किसी लम्ब प्रिमिड का आधार समबाहु त्रिभुज है जिसकी प्रत्येक भुजा 
2 मी लम्बी है। प्रत्येक तिरछी कोर 3 मी लम्बी है। पिरैमिड का पार्श्व पृष्ठ क्षेत्रफल 
तथा आयतन ज्ञात कौजिए। 


. हल ; माना (0, 580) दिया हुआ पिरैमिड है। उनके पार्श्वपृष्ठ 088, 08८ तथा 
0८» समट्विबाहु त़िभुज हैं (आकृति 77.9)| माना 006-# मी ऊंचाई तथा 
005 / मी पिरिमिड की तिरछी ऊंचाई है। तब समकोण त्रिभुज 009 से 


0०0 5. ४ 0४-एछफ 


४9-] मी (. 08 3 मी, छा) - उ /फिच्। मी) 


या 5 
या [ <- +४8िमी 


को 2 मी: (0) 
समबाहु त्रिभुज क॑ आधार वाले पि्रिमिड का पार्श्व पृष्ठ क्षेत्रफल 


४ | 
* 2 (आधार का परिमाप) » तिरछी ऊंचाई 
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] 
न. 79 (02+2+2)%2-2 मीः 
न 6.2 मी 
पुनः समकोण त्रिभुज (708 से माध्यक 
९09 5 /४७-982 
5 4-] मी (. ०8 ८2 मी, 08 « | मी) 
5 मी. 
3 


] 3. - 
(3) बे मसक (' आटा भान 2 
0 वर ०० हि मी (2) 
अब समकोण त्रिभुज 007 से 


06 <- ४0०१-67? 
(ध्न्र 
४ व 
दि 


ब्रु मी (3) 





जाफूवतिं ॥7.% 


या ऊंचाई # 


4 
आधार का क्षेत्रफल ७00 - ल्‍लप (भुजा)? 


- .ठिमीः (4) 


] कलर 
इस प्रकार पिरिमिड का आयतन -्र॒ (आधार का क्षेत्रफल) » ऊंचाई 


नि 
न युऔ वह पद मी [8) तथा ७) से] 
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उदाहरण 8 : लम्ब प्रिमिड का आधार 4 सेमी भुजा का एक समबाहु त्रिभुज है। 
पिरैमिड की ऊंचाई उसकी तिरछी ऊंचाई की आधी है। पिरैमिड का आयतन और 
उसकी एक तिरछी कोर की लम्बाई निकालिए। 


हल : माना (0,880) दिया हुआ लम्ब पिरैमिड है, 9 भुजा 82 का मध्य बिन्दु 
तथा 0 त्रिभुज 80 का केन्‍्द्रक है। तब पिरैमिड की ऊंचाई 006 तथा उसकी तिरछी 
ऊंचाई 00 है। दिया है कि 

] 


क्योंकि ४70), ८8 पर लम्ब है इसलिए ४08 समकोण त्रिभुज है। समकोण त्रिभुज 


808 से ७0 - ४8४82 - छा92 


न (##-ल (08? - जा 
2 


5 6-4 सेमी (* 88 5 80 - 4 सेमी) 


5 2.5 सेमी 


पुनः 0) < पर 80. 
243 
3609 (2 


अब त्रिभुज 00670 से जो ७ पर समकोण है 
070? - 005 + 090? 


0 





आकृति ॥97.0 


। 

हा 

+ 
| 


[0) और .(2) से] 


++ | “+ 


[ 
के 
जा 

के 
|! 


या 


>> | (०० 
05% 


(0 < 


| 


॥ 

५० | (० 
व 
र्स्क 


ञ<्‌ ॥ 
७७ | + ०|+ ०|++ 
रु 


अतः () से ऊंचाई - 


| 
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३ 
समबाहु त्रिभुज 8८ का क्षेत्रफल - हक सेमी? 


4.3 सेमी? 


(| 


पिमिड का आयतन 


| 


। ऊंचाई 
प्र 04४९ का क्षेत्रफल) ,८ ऊंचाई 
| १ 
दल बन ्न्नन5 3 
के 4४3 यु सेमी 
8 
न व्र3 सेमी 


तिरछी कोर 08 * /ठऊ:ाएछऋ् (. 60708, 0 पर समकोण है) 


ग् पा सेमी 
9, 


2४9 मी 

3 
7.0 समर चतुष्फलक 
सम चतुष्फलक : जिसके सभी कोरें लम्बाई में बराबर होती है, सम चतुष्फलक 
कहलाती है। कोरें समान होने के कारण सम चतुष्फलक के चारो पृष्ठ सर्वांगसम 
समबाहु त्रिभुज होते हैं। 


नोट : उस समतल आकृति को जिसको मोडकर 
जोड़ने पर किसी ठोस का नमूना प्राप्त होता है, ः 
ठोस का जाल (0०) कहते हैं। आकृति १7.7 में 
सम चतुष्फलक का नेट दर्शाया गया है। 2, 3, 
4 द्वारा चिन्हित बिन्दु, समबाहु त्रिभुज की भुजाओं 
के मध्यबिन्दु हैं जिसके शीर्षों को ॥ से चिन्हित 
किया गया है। चतुष्फलक को बनाने के लिए, 
रेखाओं के अनुदिश उस अवस्था तक मोडिये जब 
तक कि । द्वारा चिन्हित शीर्ष आपस में मिल न 
जाएँ। 





आकृति ॥.॥ 
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उदाहरण 9 : सम चतुष्फलक जिसके प्रत्येक कोरों की लम्बाई 26 है, उसकी 6) 
तिरछी ऊंचाई (6) सम्पूर्ण पृष्ठ क्षेत्रफल (7) ऊंचाई तथा (५) आयतन, ज्ञात कीजिए 
हल ; माना (0, ४80) दिया हुआ सम चतुष्फलक है जिसके प्रत्येक कोर की लम्बाई 
26 है। माना त्रिभुज 880 की माध्यिका 26 तथा 005"# चतुष्फलक की ऊंचाई 
है। तब समकोण त्रिभुज 0064 से जो 6 पर समकोण है, हम पाते है 


6434 + (0672-06 + २4६2-४१? 
यही मान हमें 68 तथा 5४ के लिए भी प्राप्त होता है जो कि दर्शाता है कि 6, 
आधार ४80 का केन्द्रक है। अतः सम चतुष्फलक एक लम्ब चतुष्फलक होता है। 
0) त्रिभुज 0.88 से जो |/ पर समकोण है, प्राप्त होता है 
+! 0 के गा 
8९ 


ने विक्ाहउ (.. ध, 82 का मध्य बिन्दु है .. ७8 - 25% 


या 00५ < ०५.३, अतः तिरछी ऊंचाई < ०4.5 


(0) सम्पूर्ण पृष्ठ क्षेत्रफल $ 5 4» त्रिभुज 080 का शी 





4 ८ रु (8९ » (0४) 
ने 22249 4,/3 5462 5 
(४) समकोण त्रिभुज 06% से जो 6 पर समकोण है 
002 >> 048? - 802 


॥ 


नर 002- (4 है)? 
आकृति ॥7.2 
4 
झ् 4०- (०) (७.३) (८ 00-८०. ) 


हिध2 


3 


चोर रे 6 
अतः ऊंचाई #- 00 +- थक कर थ्णप 
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(५) चतुष्फलक (0, ४82) का आयतन 
। ह 
तप (त्रिभुज ४80 का क्षेत्रफल) » ऊंचाई 


[. - 5 
व्‌ ("702०० 2०7८ (:-समबाहु त्रिभुज ४8९ का क्षेत्रफल है रद » (भुजा)) 


2०2 
ड्ड [4 
3. 


प्रश्वावली ॥7.2 
4, निम्न लम्ब पिरैसमिडों का आयतन ज्ञात कीजिए: 


0) आधार का क्षेत्रफल ८50 सेमीः, ऊंचाई -9 सेमी 
(४) आधार का क्षेत्रफल <25 सेमी, ऊंचाई -42 सेमी 


2. निम्न लम्ब पिरिैमिडों की ऊंचाई निकालिए: 


0) आयतन <]50 सेमीः, आधार का क्षेत्रफल -50 सेमी? 
(0). आयतन 524 सेमी), आधार का क्षेत्रफल -6 सेमी? 


3. निम्न पिरैमिडों का पार्श्व पृष्ठ क्षेत्रफल तथा सम्पूर्ण पृष्ठ क्षेत्रफल निकालिए जिनमें 
0) आधार के प्रत्येक भुजा की लम्बाई 4 सेमी, तिरछी ऊंचाई -5 सेमी 


(0) समबाहु त्रिभुज वाले आधार का क्षेत्रफल -6./5 सेमीः, प्रत्येक पार कोर की 
लम्बाई -5 सेमी 


(४) पिरैमिड के प्रत्येक कोर की लम्बाई » 0 सेमी 


4. लम्ब प्रिमिड का आयतन ज्ञात कीजिए जिसकी ऊंचाई 4 भी और जिसका आधार ॥ 
मी भुजा का समबाहु त्रिभुज है। 

5. लम्ब प्रिमिड का आधार समबाहु त्रिभुज है जिसकी भुजाएं 6 सेमी लम्बी हैं। पिरिमिड 
का आयतन ज्ञात कौजिए यदि उसकी ऊंचाई 2 सेमी हो। 


6. सम चतुष्फलक के एक भुजा की लम्बाई 4 सेमी है। चतुष्फलक का सम्पूर्ण पृष्ठ क्षेत्रफल 
तथा आयतन ज्ञात कीजिए। 
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, छान के कोरों की लम्बाई 24 सेमी है। वह एक समतल द्वारा इस प्रकार काथ जाता 


है कि उसकी तीन एक बिन्दुगामी भुजाएं अपने मूल लम्बाई की आधी रह जाती हैं। 
प्रिमिड का आयतन ज्ञात कीजिये। ह ह 


. संकेत ; प्रत्येक पार्श्व कोर 2 सेमी और आधार 2./2 सेमी भुजा का समबाहु त्रिभुज 


की 
का | 


7,.व] सम अष्टफलक (ह९हाश्वाए 00व्वाएत0"0) 


दो 


कीजिए, जिनके आधार वर्ग हों तथा पार्श्वष्फलकें 
समबाहु त्रिभुज हों (आकृति ॥7.3) यदि हम प्रत्येक 
पिरैमिड के सिरों को इस प्रकार मिलाएं कि उनके शीर्ष 
आपस में जुड़ जाएं, तो हमें आकृति ॥7.4 में प्रदर्शित 
ठोस आकृति मिलेगी। इस ठोस आकृति के आठ 
सर्वांगसम फलकें हैं और प्रत्येक फलक समबाहु त्रिभुजु 


हें। 


एक सम अष्ट फलक आठ समान समबाहु त्रिभुजों से 
बनी ठोस आकृति है। 


हम स्पष्ट रूप से देख सकते हें कि एक सम अष्टफलक में 


है।] 


लम्ब पिरैसिड का आधार ॥0 सेमी भुजा का समबाहु त्रिभुज है और उसकी उर्ध्व ऊंचाई 
5 सेमी है। निकालिए 6) तिरछी ऊंचाई (४) एक किनारे के पृष्ठ का क्षेत्रफल। 


, लम्ब पिरैमिड का आधार 4 इकाई भुजा का समबाहु त्रिभुज है। यदि सम्पूर्ण पृष्ठ 


क्षेत्रल का आंकिक मान उसके आयतन के आंकिक मान का तिगुज हो तो, उसकी 
ऊंचाई ज्ञात कीजिए। 


, दर्शाइए कि # ऊंचाई के सम चतुष्फलक का सम्पूर्ण पृष्ठ क्षेत्रफल तथा आयतन क्रमश; 


८] 5 हे । 
्ट तथा -पू## हैं ह 


. समचतुष्फलक में जिसकी प्रत्येक भुजा 2८ है, यदि एक शीर्ष से सम्मुख पृष्ठ पर डाले 


गए लम्ब की लम्बाई » हो, तो दिखाइए कि 3७2 - 84? 


एक ही प्रकार के खोखले पिरैमिडों की कल्पना 


इस आकृति को सम्र अष्टफलक कहते हें। अतः 





0) बारह कोरें बराबर लम्बाई की होती है। यह कोरें छ&, जकत 
ए9, 80, छ0, ४७, 78, ४0, 77), 28, 8८, (0 और 79% हैं। 30०७७ 
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6) छ: शीर्ष 8, 8, 0, 0, 8 तथा ए हैं। 


(#) समान लम्बाई के तीन विकर्ण 40, 80 तथा 
छ हैं। ये विकर्ण परस्पर लम्ब होते हैं। उनका 
एक उभयनिष्ठ मध्यबिन्दु होता है जो 0 पर है 
तथा जिसको अष्टफलक का केन कहते हैं। 


जितने प्रकार के ठोस हम पढ़ चुके हैं, सभी 
बहुफलक' आकृति के हैं। बहुफलक के पृष्ठ, 
बहुभुज फलक होते हैं। यदि बहुफलक में कोई 
छेद नही है तो उसे सरल (आग्॥०) बहुफलक 
कहते हैं। जितने भी बहुफलकें (पालिहेड़ा) हम 
पढ़ चुके है, सभी सरल हैं। आयलर (7707-783) 
जो महान स्विस ($ए/५$४) गणितज्ञ या और जिसने 
अपना अधिकांश समय जार (८४७) से छात्रवृति 
पाकर रूस में व्यतीत किया, उसने खोजा कि 
सभी सरल बहुफलकों के लिए ६ ५ आकृति हे 





एछ-४8+ ४८०2 


होता है, जहां ॥, 8 तथा ५ क्रमशः फलकों, कोरों तथा शीर्षों की संख्या प्रदर्शित 
करती हैं। इसको हम आयलर का सूत्र कहते हें। 


3 
५ 
उदाहरण, 40 : चतुष्फलक के लिए आयलर हर | 
सूत्र की पुष्टि कीजिए। ः हि शा 
हल : चतुष्फलक में ह जाया जप पा 4 
60) फलकों की संख्या, 7-4 ढ़ 





(9), कोरों की संख्या, 8-6 ;८... हे 


े हि 
(४) शीर्षों की संख्या, ५-4 
इस प्रकाश, 7-8+9-4-6+452 


अतः आयलर सूत्र सत्य है। | आकृति 7.85 
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टिप्पणी ; . सम अष्टफलक के जाल को आकृति ॥7.5 में दिखाया गया है। सम 
अष्ट फलक बनाने के लिए चिन्हित रेखाओं के अनुदिश कागज को इस प्रकार मोहिए 
कि समान अंको से चिन्हित शीर्ष आपस में मिल जावें। 


2. पांच भिन्‍न प्रकार के समफलक निम्न है। 0) सम डूडेकाहेडून जो बारह सम 
पंचभुज .फलकों से परिबद्ध होता है इसमें तीस कोरें तथा बीस शीर्ष होते हैं। 
(४) घन (सम छः फलक) 60) समचतुष्फलक (6ए) सम अष्टफलक (५) सम 
आइकोसाहेड़ान (005०१7००॥) जिसमें बीस फलकें, तीस कोरें तथा बारह शीर्ष होते 
हैं। समबाहु त्रिभुजों से (8), 6४) तथा (४) की आकृति बनती हैं। 


। 


प्रश्नावली ॥7.3 


१. निम्न सारिणी में रिक्त स्थानों को भरिए, जहाँ ४,& तथा ए बहुफलकों के, फलकों, कोरों 
तथा शीर्षों को क्रमशः प्रदर्शित करते हैं। 


(0५) | पिरैमिड, चतुर्भुन आधार वाला... 





2. निम्न में कितने फलके, कोरें तथा शीर्ष होते हैं 
(0) प्रिज्म (४) प्रमिड 
में जिनका आधार # भुजाओं चाला बहुभुज है? 


3, खाली जगह भरिए ; 


0) बहुभुज, जिसमें 4 फलकों तथा चार शीर्ष है, उसमें कुल कोरों की संख्या 


११९१५ ३७१३ ५४ ००४० ० ३) ० + 


(0) बहुभुज, जिसमें 20 फलकें और 30 कोर हैं, उसमें कुल शीर्षा की संख्या 


तो! की वे मेगा ... ॥ 


॥ का, मर ॥ को हा ) हो है, के कह प्ों हे पं 


॥+॥।॥॥॥।#8/4॥(444॥8 । 


॥ गम कि) को है शत फ़ों हो पं... 
॥ हट शो! को म फ्ी के उंझे ............. 


॥ हि, शिखा भाग मे कण | सत्र गए काए 2) पे है 
गधा वा का ॥ मर है। पे पे गण जा शत )! हर! हे 
ते पा को एड जा कौ 


अध्याय 8 





१8. भूमिका 


प्रतिदिन हमें समाचार पत्रों, रेडियो, दूरदर्शन और संचार के अन्य माध्यमों से आँकड़ों, 
सारणियों, आलेखों आदि के रूप में भिन्‍न प्रकार कौ सूचनाओं से सामना होता रहता 
है। ये संख्यात्मक अंक निम्न में से किसी से संबंधित हो सकते हैं ; 


0) भिन देशों के आयात .एवं निर्यात 

(0) उपभोक्ता मूल्य सूचकांक के रूप में मुद्रास्फीति दर 
(॥) प्रति व्यक्ति राष्ट्रीय आय 

(0५) जनसंख्या आँकड़ों को तुलना में अन्न उत्पादन 

(0 स्टाक एक्सचेंज सेन्सेक्स दर 

(४) शहरों के न्यूनतम और महत्तम तापमान 

(भा) किसी क्रिकेट टीम के रन बनाने एवं गेंदबाजी के औसत 


इन संख्यात्मक अंकों को आँकड़े (0४७) कहते हैं। ये आँकड़े केवल योजनाकारों कौ 
ही सहायता नहीं करते बल्कि सामान्य नागरिक के जीवन के लगभग सकी क्षेत्रों में 
महत्वपूर्ण भूमिका निभाते हैं। इसलिए ऐसे आँकड़ों से प्रासंगिक शुद्ध सूचना प्राप्त करने 
की विधि को जानना आवश्यक हो गया है। सांख्यिकी वह विज्ञान है जो इस संबंध 
में हमारी सहायता करता है। 


अंग्रेजी में सांख्यिकी को स्टेटिस्टिक्स (809०8) कहते हैं। शब्द स्टेटिस्टिक्स 
की उत्पत्ति लैटिन भाषा के शब्द स्टेट्स (8४0७ से हुई है, जिसका अर्थ है एक 
(सजनेतिक) दाज्य। मूलरूप से सांख्यिकी का उपयोग उन संख्यात्मक आँकड़ों को 


सांख्यिकी 463 


एकत्रित करने में किया जाता था जो कि राज्य के लिए उपयोगी हों, जैसे कि 
शस्त्रागार, सेना, करों, भू-राजस्व या आयात-निर्यात होने वाली वस्तुओं के आँकडे। 
समय .के साथ सांख्यिकी का क्षेत्र भी बढ़ता गया। इसमें जीवन के हर क्षेत्र से 
संबंधित आँकड़ों का संग्रह और उन्हें सारणियों, संचित्रों और आलेखों के रूप में 
प्रसतुतीकरण भी समाहित हो गया। ॥9 वीं सदी के अंत तक सांख्यिकी का 
संबंध न केवल आँकडों के एकत्रीकरण, प्रस्तुतीकरण और सारणीयन से ही रह गया 
था, अपितु इसके अंतर्गत उनसे निष्कर्ष निकालना और उनका विवेचन करना भी 
सम्मिलित हो गया। 


8.2 सांख्यिकी और सांख्यिकीय आँकडे 
शब्द सांख्यिकी का उपयोग इसके एकवचन एवं बहुवचन दोनों अर्थों में किया जाता 
है। एकवचन के अर्थ में सांख्यिकी एक विज्ञान है जो कि आँकड़ों के संग्रहण, प्रदर्शन 
और उनसे तर्कयुक्त निर्णय लेने से संबंधित है। बहुवचन के अर्थ में, सांख्यिकी उन 
संख्यात्मक तथ्यों या प्रेक्षणों को कहते हैं जिन्हें किसी विशिष्ट ध्येय से संकलित किया 
गया है। उदाहरणार्थ, देश की जनसंख्या, देश का आयात और निर्यात, प्रति व्यक्ति 
राष्ट्रीय आय, सड॒क दुर्घटनाओं की संख्या आदि के सांख्यिकीय आँकड़े। 
संख्यात्मक आँकडों के रूप में, सांख्यिकी में निम्न विशेषताएँ होनी चाहिए : 
0) जहाँ तक संभव हो, वे परिमाणात्मक होना चाहिए, गुणात्मक नहीं। 
(४) सांख्यिकीय आँकड़े प्रेक्षों का समूह होता है। केवल एक प्रेक्षण को 
सांख्यिकी नहीं कहा जा सकता। 
(४) साख्यिकीय आँकडों का संकलन किसी पूर्व निर्धारित उद्देश्य के लिए किया 
जाना चाहिए। - 
0५) किसी सांख्यिकीय-प्रयोग में आँकडे तुलनीय होने चाहिए। 


8,3 प्राथमिक एबं गौण आँकडे 


सांख्यिकीय आँकडे दो प्रकार के होते हैं-प्राथमिक आँकडे एवं गौण आँकड़े। यदि कोई 
अनुसन्धानकर्ता किसी उद्देश्य या योजना को ध्यान में रखकर स्वयं आँकडों का संग्रह 
करता है, तो इन आँकड़ों को प्राथमिक आँकड़े (एताए४० १७४) कहते हैं। इसलिए ये 
आँकडे बहुत अधिक विश्वसनीय और प्रासंगिक होते हैं। किन्तु, समय, धन या अन्य 
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साधनों के अभाव में, अनुसन्धानकर्ता के लिए, प्राथमिक आँकड़े संग्रह करना सदा 
सम्भव नहीं होता। उस स्थिति में वह, किसी अन्य व्यक्ति द्वारा संग्रह किए गए 
आँकडों का या शासकीय विभागों में उपलब्ध प्रकाशित रिपोर्ट, शोध प्रबंध आदि का 
प्रयोग करता है, क्योंकि वही आँकड़े भिन्‍न-भिन्‍न उद्देश्यों की पूर्ति में सहायक हो 
सकते हैं, इसीलिएं यह सम्भव है कि एक व्यक्ति द्वारा संग्रह किए गए आँकडे, दूसरा 
व्यक्ति अपने संबंधित अध्ययन के लिए प्रयोग कर ले। ऐसें आँकडे को जो एक 
व्यक्ति द्वारा संग्रह किए गए हों और अन्य अनुसंधानकर्ता अपने अध्ययन में 'प्रयोग 
कर ले, गौण आऑकड़े (5००णा०थाए १७४) कहते हैं। गौण आँकडों को बडी सावधानी 
से प्रयोग करना होता है क्योंकि इन्हें प्रयोगकर्त्ता के उद्देश्य से भिन्‍न उद्देश्य से संग्रह 
किया गया होता है और इसलिए कुछ सूचनाएँ छूट सकती हैं या यह भी हो सकता 
है कि पूर्ण रूप से वे वर्तमान अनुसंधान के उपयुक्त न हों। 


8.4 आँकडों का प्रस्तुतीकरण-अपरिष्कृत/वर्गीकृत आँकडे 

किसी भी अन्वेषण में प्रथम कार्य प्रयोजित उपकरणों से आँकडों को संकलित करने 
का होता है। इस बात की बहुत सावधानी रखनी पड़ती है कि उत्तर देने वाला 
उपकरण को पहले अच्छी तरह से समझ ले जिससे कि वह प्रासंगिक और यथार्थ 
सूचना दे। आँकडों के संकलन का कार्य पूर्ण होते ही अन्वेषक उनके प्रमुख लक्षणों 
का अध्ययन करने के लिए ऐसी उपयुक्त विधियों का पता लगाता है जिनसे कि 
आँकडों को संक्षिप्त रूप में संगठित किया जा सके। आँकडों के ऐसे विन्यास को 
आँकड़ों का प्रस्तुतीकरण कहते हें। 


मान लीजिए, कक्षा शा के किसी वर्ग में 30 विद्यार्थी हैं और एक कक्षा परीक्षा 
में, कुल 00 अंकों में से उनके प्राप्तांक इस प्रकार हैं : 


75, 35, 4, 4],/ 6, 28, 75, 45, 55, 25 
4], 45, 37, 28, 75, 82, 55, 6], 75, 9 
75, 6], 9, 28, 9, 6], 28, 25, 6, 6 


इस रूप में दिए गए आँकड़ों को अपरिष्कृत (ए३छ) या अवर्गीकत (एरपरह्माण्ण००) 
आँकडे कहते हैं। 


उपरोक्त अपरिष्कृत आँकड़ों से कक्षा परीक्षा में विद्यार्थियों कौ उपलब्धि के स्तर 
की विशेष सूचना नहीं मिलती। हम देखें कि यदि हम इन्हें आरोही या अवरोही क्रम 
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में रखें, तो क्या हमें समूह की उपलब्धि -की श्रेष्ठतर सूचना मिलती है? आरोही क्रम 
में आँकडे इस प्रकार दिखाई देते हैं 

6, 6, 6, 9, 9, 9, 25, 25, 28, 28, 28, 28, 35, 37, 4, 

4], 4, 45, 45, 55, 55, 6[, 6[, 68, 75, 75, 75, 75, 75, 82 

इस रूप में रखे गए आँकड़ों को सोरणीबद्ध आँकड़े (०9०१ ०४७) कहते हैं। 
आँकड़ों को इस रूप में प्रस्तुत करना, एक थकाने वाला काम है और समय भी 
अधिक लेता है, विशेषत: तब जबकि आँकंडों की संख्या अधिक हो। इन्हें स्पष्ट और 


अधिक सूचना देने योग्य बनाने के लिए, हम इन आँकड़ोों को निम्नानुसार सारणी रूप 
में रख सकते हैं। 


सारणी 8. 

भ्राप्ताक ..... विद्यार्थियों की संख्या 
6 ६ 
9 3 
25 # 
28 4 
35 ] 
37 
4 9 
45 १ 
55 5 
6] 3 
75 5 

82 ै ] 
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उपरोक्त सारणी 8. में, प्रत्येक अंक के सम्मुख उन विद्यार्थियों की संख्या है जिन्होंने 
वे अंक प्राप्त किए हैं। उदाहरणार्थ, 5 विद्यार्थियों कों 75 अंक प्राप्त हुए और अन्य 
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4 विद्यार्थियों को 28 अंक मिले। ! विद्यार्थियों को 50% से अधिक अंक प्राप्त हुए। 
यदि किसी विद्यार्थी को 33% अंकों पर उत्तीर्ण घोषित किया जाता है, तो अनुत्तीर्ण 
विद्यार्थियों की संख्या 2 है। 


उस राशि को जिसे हम भिन्‍न-भिनन प्रेक्षणों में मापते हैं, “विचर” (५॥॥०) कहते 
हैं। उपरोक्त उदाहरण में प्राप्त अंक विचर हैं। अंक विशेष प्राप्त करने वाले विद्यार्थियों 
की संख्या को उन अंकों की (या उस विशेष विचर की) बारंबारता कहते हैं। इसलिए 
उपरोक्त सारणी को “अवर्गक्वत आँकड़ों की बारंबाता” सारणी कहते हैं। 


आँकडों को आरोही या अवरोही क्रम में रखना एक थकाने वाला काम है और 
समय भी अधिक लेता है और इससे आँकड़ों के अधिकतम मान और निम्नतम मान 
के अतिरिक्त कोई अन्य विशेष तथ्य प्राप्त नहीं होता। आँकडों के प्रस्तुतीकरण को 
अधिक अर्थपूर्ण बनाने के लिए हम उन्हें वर्गों (288885) में संगठित करते हैं, 
सामान्यत; वर्गों की संख्या ।0 से अधिक और 5 से कम नहीं होती। आँकड़ों को 
इस रूप में रखने से हम कुछ प्रमुख लक्षणों का पता एक दृष्टि में ही लगा सकते 
हैं। 
उपरोक्त आँकड़ों को हम वर्गों में इस प्रकार प्रस्तुत कर सकते हैं; 
शारणी 8.2 
जा विद्यार्थियों की संख्या (बारंबारता) 
6 « 25 
26 - 35 
36 - 45 
46 - 55 
56-55 
66-75 
76 - 85 


“४. (. ७० >> 7 (/थ 0०0 
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इसे वर्गकृत आँकड़ों की बारंबारता बंटर सारणी (#छवृएथा८ए तांरामणणांणा (00) 
कहते हैं। यह आँकड़ों के प्रस्तुतोकरण की श्रेष्ठतर विधि है, क्योंकि हम स्पष्टतः 
कह सकते हैं कि 8 विद्यार्थियों ने ।6-25 के परिसर (0श्ा2०) में अंक प्राप्त किए 
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हैं और केवल एक विद्यार्थी को 75 से अधिक अंक प्राप्त हुए। 


उपरोक्त सारणी में विभिन्‍न वर्ग अंतरालों (८85 ॥/हए43) की निम्न सीमा और 
उपरि सीमा के बीच अंक प्राप्त करने वाले विद्यार्थियों की संख्या दी गई है। प्रथम 
वर्ग अंतराल अर्थात्‌ (6-25), की निम्न सीमा 6 है और उपरि सीमा 25 है। उन 
विद्यार्थियों, जिनके प्राप्तांक इस वर्ग-अंतराल में आते हैं, अर्थात्‌ 6 से 25 तक हैं 
की संख्या 8 है। इसी प्रकार 66 से 75 तक अंक प्राप्त करने वाले विद्यार्थियों की 
संख्या 5 है। 


ऊपर दी गई सारणी में वर्ग अनतिव्यापी (007 0५2४7 ५०॥॥8) हैं क्‍योंकि आँकडों 
में कोई भिन्‍नात्मक अंक नहीं हैं। किंतु यदि हमें लंबाई, भार या ऊँचाई मापना हो 
तो उनके मान क्रमशः मीटर, किलोग्राम या मीटर के भिन्‍नात्मक मान हो सकते हैं।अतः 
हमें वर्ग अंतरालों को सतत (००॥स्‍४ध्ा7075) बनाना होगा। यह किया जा सकता है यदि 
हम प्रथम वर्ग को 5.5 से 25.5 तक लें, द्वितीय 25.5 से 35.5 तक, . . . और 
अंतिम 75.5 से 85.5 तक। इनको वास्तविक निम्न सीमा (#60जछछ/ धगा) एवं 
वास्तविक उपरि सीमा (#प० एए7७ 7 राग) कहते हैं। किसी वर्ग की वास्तविक उपरि 
सीमा और वास्तविक निम्न सीमा के अंतर से उस वर्ग-अंतराल का आमाप प्राप्त होता 
है, जिसे वर्ग-आमाप (०४४४ आ2०) या वर्ग-अंतराल (८8४5४ ॥॥०२७) कहते हैं। इस 
उदाहरण में वर्ग"-आमाप 25.5-5.5 - 0.0 है। किसी वर्ग विशेष के मध्यमान को 
उस वर्ग का वर्ग चिह्न (00888 ग्राधाह) कहते हें | इस प्रकार 


वर्ग चिहन » पेरि वर्ग सीमा + निम्न वर्ग सीमा 
2 


'इस प्रकार, सारणी 8.2 में, 6-25 का वर्ग चिहन < - 20.5 


6+ 25 

ठ 
इसी प्रकार आगामी वर्गों के वर्ग-चिहन है : 

30.5, 40.5, 50.5, 60.5, 70.5 और 80.5 

आपके मन में कुछ निम्न प्रकार के प्रश्न उठ रहे होंगे : 

6) . 35.5 के समान अंक को किस वर्ग में रखे? 

(४) वर्गों की संख्या क्‍या होनी चाहिए? 

(9) प्रत्येक वर्ग का आमाप क्‍या होना चाहिए? 
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उपरोक्त और उनसे संबंधित कुछ प्रश्नों के लिए हम निम्नानुसार कुछ मार्गदर्शन 


देते हैं 


आज 


न न >> 


, वर्ग अनतिव्यापी होना चाहिए। 

, जहाँ तक संभव हो, वर्गों के बीच में कोई रिक्ति न हो। 

, जहाँ तक संभव हो, वर्गआमाप समान हों। 

. जहाँ तक संभव हो, विवृतांत वर्ग (0990॥०॥० ०४४४) (जैसे 2 से कम 5 से 


अधिक) नहीं रखना चाहिए। 


5. वर्गों की संख्या 5 से कम एवं 0 से अधिक नहीं होनी चाहिए। 
आँकड़ों से वर्ग बनाने की प्रक्रिया हम निम्न चरणों में पूरी करते हैं ; 


चरण | १ 


चरण 2: 


चरण 3५ 


चअरण 4६ 


आँकड़ों से विचर के न्यूनतम और अधिकतम मान ज्ञात करते हैं। उपरोक्त 


“उदाहरण में ये मान क्रमशः 6 और ४2 हैं। 


उपरोक्त दिए गए नियम के अनुसार वर्गों की संख्या निश्चित करते हें। 
नियम के अनुसार वर्गों की संख्या 5, 6, 7, 8,......॥0 तक हो सकती हैं। 
उपरोक्त उदाहरण में यह 8 है। 


वर्ग-अंतराल प्राप्त करने के लिए! हम अधिकतम मान-न्यूनतम मान के अंतर 
को वर्गों की निश्चित संख्या से भाग देते हैं! भागफल के निकट एक 
सुविधाजनक पूर्णाक को वर्ग का आमाप मान लेते हैं। उपरोक्त उदाहरण 
में -+< त -* का निकटतम मान 8 है। अत सुविधा के लिए हमने 
वर्ग"-आमाप को 0 लिया। 


आँकड़ों में से प्रत्येक संख्या को एक-एक करके लेते हैं और जिस वर्ग 
में वह संख्या होनी चाहिए, उसके सामने एक मिलान चिहन लगाते हैं। 
गणना में सुविधा के लिए हम मिलान चिहनों को पौँच-पाँच के समूहों में 
लेते हैं, पाँचवाँ मिलान चिहन, अन्य चारों को विकर्णतः काठता है 
(यथा ॥॥३) 
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चरण 5: गणना करके, हम प्रत्येक धर्ग के मिलान चिहनों की संख्या ज्ञात करते हैं 
और यही उस वर्ग की बारंबारता होती है। स्पष्ट है कि सभी बारंबारताओं 
का योग वही होगा जो कि कुल प्रेक्षणों की संख्या है। 


चरण 6: प्राप्त बारंबारता सारणी को एक उपयुक्त शीर्षक देना चाहिए जिससे कि 
शीर्षक से ठीक संकेत मिल जाए कि सारणी किस बारे में है। 


उदाहरणों की सहायता से यह प्रक्रिया प्रदर्शित करते हैं : 


उदाहरण । : किसी कालोनी के ?5 घरों के बिजली के बिल (रुपयों में) नीचे दिए 
हैं। वर्ग-आमाप 75 लेकर एक बारंबारता बंठन सारणी बनाइए। 


70, 22, 252, 225, 30, 72, 42, 425, 322, 325, 
]92, 98, 230, 320, 42, 530, 602, 724, 370, 402, 
377, 403, 405, ७2, 43 

हल ; 0) आँकड़ों में न्यूनतम संख्या 70 है और अधिकतम 724 है। 
(४) उनका अंतर (724-70) या 554 


4 
(7) क्योंकि वर्ग आमाप 75 है, वर्गों की संख्या है क याहः 
(निकटतम पूर्णाक सैंख्या) जो सुझाई गयी सीमाओं के अंर्तगत है। 


(५) इसलिए, वर्ग इस प्रकार है 
50-225, 225-300, 300-95, 375-450, 450-525, 525-600, 
600-675 और 675-750 


इसलिए, हम बारंबारता सारणी की रचना निम्न प्रकार से करते हें; 
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सारणी 8,3; एक कालोनी के 25 घरों के बिजली के बिलों की बारंबारता सारणी 


बिल (हपयों में) मिलान घिहन बारंबारा 
50-225 .. ॥।॥।। हि 
225-300 /* ८ 3 
300-35 १7++।। 7 
375-450 १+4।। 7 
450-525 0 
525-600 | ] 
600-675 | ] 
675-750 |। 2 
योग _25_ 


टिप्पणी ; इस पर ध्यान दीजिए कि यदि वर्गों के उभयनिष्ठ अंत्य बिंदु है, तब अंत्य 
बिन्दुओं के बीच में होने वाले सब प्रेक्षणों (उपरि वर्ग सीमा को छोड़कर), के मिलान 
चिहन उसी वर्ग में रखे जाएँगे जिस पर विचार हो रहा है। उपरि वर्ग सीमा के संगत 
मिलान चिहन अगले उच्चतर वर्ग में रखा जाएगा। 


उदाहरणार्थ, 450 से 224 तक सभी प्रेक्षणों के मिलान चिहन वर्ग 50-225 के सम्मुख 
रखे जायेंगे, लेकिन 225 के संगत मिलान चिहन वर्ग 225-300 में रखा जाएगा। 


किसी वर्ग विशेष की बारंबारता और उससे पूर्व के सभी वर्गों की बारंबारताओं 
के योग को उप्र वर्ग विशेष की संचयी बारंबारता (०णाा/॥॥४७॥०१४०॥०८०) कहते हैं। 
संचयी बारंबारताओं को दर्शान वाली सारणी को संचक्षयी बारंबारता सारणी कहते हैं। 


टिप्पणी ; सारणी 8,] में दिए गए सारणीबद्ध आँकडों की संचयी बारंबारता सारणी 
निम्न सारणी 8.4 में दी गई है: 


सांख्यिकी 


सारणी 8.4 : संचेयी बारंबारता सारणी 


अंक तक 


46 
9 
25 
28 
35 
37 
4] 
45 
55 
64 
75 
82 


६६१8 


विद्यार्थियों की संख्या 

3४: 

6 ( 3+3) 

8 ( 3+3+ 2) 

[2 (७ 3+3+ 2+4) 

]3 (७ 3+3+ 2+4+]) 

34 (< 3+3+ 2+4+[+]) 

॥7 (& 3+3+ 2+4+]++3) 

9 (& 3+3+ 2+4+!++3+ 2) 

2। (८ 3+3+ 2+4+]++3+2+2) 

24 (७ 3+3+ 2+4++]+3+ 2+2 +3) 
29 (७ 3+3+ 2+4++]+3+2+2+3+5) 
30 (5 3+3+ 2+4+]+]+3+2+2+3+ 5+) 


अब हम सारणी 8.3 में दिए गए आँकड़ों की संचयी बारंबारता सारणी को सारणी 
8.5 में देते हैं। 


सारणी 8.5 : एक उपनयर के 25 घरों के बिजली के बिलों की 


बिल (रुपयों में) 


50-225 


225-300 


300-375 
375-450 
450-525 
525-600 
600-675 
075-750 


योग 


बारंबारता 
4 


कन+ -हन+ >> न अये ७२ 


2 


िननिनगवननाथना 


“हि 


कक रह 


संचयी बारंबारता बंटन सारणी 


संचयी बारंबारता 


4. 

7 (७ 4+3) . 

4 (5 4+3+7) 

2। (5 4+3+7+7) 

2] (८ 4+3+7+7+0) 

22 (८ 4+3+7+7+0+ ) 

23 (& 4+3+7+7+0++) 
25 (- 4+3+7+7+0+ +! +2) 


हम देखते हैं कि अंतिम वर्ग की संचयी बारंबारता बारंबारताओं की कुल संख्या होती है। 
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टिप्पणी ; ।. किसी भी वर्ग की संचयी बारंबारता - उस वर्ग की बारंबारता ५ 
पूर्व वर्ग को संचयी बारंबारता 


2. भिन्‍न वर्गों की वर्ग-आमाप और वर्ग सीमाएँ उनके वर्ग-चिहनों से निम्नानुसार ज्ञात 
किए जा सकते हैं; 


वर्ग आमाप +< दो आसन वर्गों के वर्ग चिहनों का अंतर 
निम्न वर्ग सीमा ७ वर्ग चिहन - तर (वर्ग आमाप) 
उपरी वर्ग सीमा > वर्ग चिहन + तर (वर्ग आमाप) 


उदाहरण 2: किसी बंटन के वर्ग चिहन हैं : 
05, 5, 25, 35, 45, 55, 65, 75 
वर्ग आमाप 3-37 एवं वर्ग सीमाएँ ज्ञात कीजिए। 


हल ४ वर्ग 37-43 आमाप -< दो आसन्न वर्गों के वर्ग चिहनों का अंतर 


. # ]5-05 5 0 
हमें 70 आमाप के वर्गों को ज्ञात करना है जिनके वर्ग चिहन हैं ; |. 
005, 5, 825, 35, , . . . .. , ॥75 


सीमाएँ हैं 0 0 
प्रथम वर्ग की वर्ग सीमाएँ हैं 05 - तप और 05+ --- या 00 और 0। इसलिए 
प्रथम वर्ग 00-0 है। इसी प्रकार अन्य वर्ग हैं 

0-20, !20-30, 30-40, 40-50, 50-60, 60-70, 70-80 


उदाहरण 3 : किसी प्राथमिक विद्यालय के 30 शिक्षकों की आयु (वर्षों में) का बंटन 
नीचे दिया गया है : 


आयु (वर्षों में) शिक्षकों की संख्या 
: 25-3] 8 
3-37 ... ]3 
: 37-43 5 
43-49... 3 
49-55 ॥ 
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प्रत्येक वर्ग का वर्ग चिन्ह ज्ञात कीजिए। 
तृतीय वर्ग कौ उपरि वर्ग सीमा क्‍या है? 
वर्ग आमाप ज्ञात कीजिए। 


डजडडु 


संचयी बारंबारता सारणी बनाइए। 


25+3] 3]+37 
हल ; (अ) वर्ग चिन्ह हे । ») 5 2) , 40, 46, 52, 


(ब) तृतीय वर्ग की उपरि वर्ग सीमा 43 है। 
(स) वर्ग आमाप है 34-28 अर्थात्‌ 6 
(द) संचयी बारंबारता सारणी नीचे दी गई है 
आयु (वर्षों में) शिक्षकों कौ संख्या संचयी बारंबारता 


हक 
खिला 








| 25-3[ ह 8 8 
3]-37 3 2] 
37-43 है 5 26 
43-49 3 | 29 
49-55 


योग. 30 


प्रश्नावली 8.] 
।. सांख्यिकी से आप क्‍या समझते हैं, 
0) एकवचन में? 
. (0 बहुबचन में? 


2. (6) प्राथमिक आँकडे (9) गौण आँकडे, क्या हैं? इन दोनों में से कौन अधिक विश्वसनीय 
होता है और क्‍यों? 


3. अपरिष्कृत आँकडों का वर्गीकरण करने के कारणों को समझाइए। आँकड़ों का वर्गीकरण 
करने से हमें क्या लाभ मिलता है? 
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4. निम्नलिखित शब्दों के अर्थ की व्याख्या कीजिए : 
विचर, वर्ग अन्तराल, वर्ग सीमाएँ, वास्तविक वर्ग सीमाएँ 


5. किसी वर्ष के जून माह के लिए एक शहर के अधिकतम तापमान (डिग्री सेल्सियस भें) 
और सापेक्ष आर्द्रता (६७॥९०॥णागव७) (प्रतिशत में) नीचे दिए गए हैं। प्रत्येक के लिए 
एक बारंबारता सारणी बनाइए। 


अधिकतम वापमान (*८/ 
32.5, 30.3, 33.8, 3.0, 28.6, 33.9, 33.3, 32.4, 30.4, 32.6 
34.9, 3.6, 35.2, 35.3, 33.5, 36.4, 36.6, 37.0, 34.3, 32.5 
3(.4, 34.4, 35.6, 37.3, 37.3, 37.5, 36.9, 37.0, 36.3, 36.9 


सापेक्ष आदत (में) 
90, 9, 92, 95, 93, 85, 83, 85, 83, 77, 83, 77, 74, 60, 7, 
65, 74, 80, 87, 95, 93, 82, 8, 76, 6, 63, 58, 58, 56, 57 


6. किसी कक्षा के 30 विद्यार्थियों की परीक्षा में प्राप्त अंक (75 में) नीचे दिए गए हैं ; 


42, 2[, 50, 37, 42, 37, 38, 42, 49, 52, 38, 53, 57, 4, 29 
39, 6], 33, [7, ॥7, 39, 44, 42, 39, 44, 7, ४४, 49, 54, 5 


समान वर्ग अंतरालों को लेकर जिनमें एक 0-0 हो, बारंबारता सारणी और संचयी 
बारंबारता सारणी बनाइए। 
7, एक टोकरी में से यादृच्छिक (२०॥009) रूप से चुने गए 30 संतरों के भार (प्रामों में) 
नीचे दिए हैं; 
45, 55, 30, 0, 75, 00, 40, 60, 65, 40, 00, 75, 70, 60, 70 
70, 60, 95, 85, 80, 35, 45, 40, 50, 60, 65, 55, 45, 30, 90 


समान वर्ग अन्तरालों को लेकर जिनमें एक 30-40 हो, उपरोक्त आँकड़ों के लिए संचयी 
बारंबारता सारणी बनाइए। | 


8. किसी विशेष वर्ष में किसी जिले के प्राथमिक पाठशाला के शिक्षकों की आयु (वर्षों 
में) का बंटन निम्नानुसार है : 








5-20 20-25 25-30 30-35 35-40 40-45 45-50 


शिक्षकों की संख्या 0.. 30 50 50 30 6 4. 
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0. 


6). प्रथम वर्ग कौ 'निम्न सीमा लिखिए। 

(0) चतुर्थ वर्ग की वर्ग सीमाएँ ज्ञात कीजिए। 
6॥) वर्ग 45-50 का वर्ग चिहन ज्ञात कीजिए। 
(५) वर्ग आमाप ज्ञात कीजिए। 

(४) संचयी बारंबारता सारणी बनाइए। 


. किसी कक्षा के 50 विद्यार्थियों के प्राप्तांकों की संचयी बारंबारता बंटन सारणी नीचे दी 


गई है न 
अंक विद्यार्थियों की संख्या 
20 से कम | ]7 
40 से कम 22 
60 से कम 29 
80 से कम ठ7 
800 से कम 50 


उपरोक्त आँकड़ों से एक बारंबारता सारणी बनाइए। 


किसी बंटन के वर्ग चिहन इस प्रकार हैं - 
47, 52, 57, 62, 67, 72, 77, 82 

ज्ञात कीजिए 

0) वर्ग आमाप 

0) वर्ग सीमाएं 

(४9) वास्तविक वर्ग सीमाएं 


88.5 सांख्यिकी ऑकडों का आलेखी निरूपण 


हमने अपरिष्कृत आँकडों से प्रारंभ किया और बारंबारता सारणी में उनका विन्यास 
करके उनके प्रमुख लक्षण ज्ञात किए। बहुधा आँकड़ों को चित्रों द्वारा निरूपित करने 
पर हमें श्रेष्ठतर संदर्श प्राप्त होते हैं। चित्रों द्वारा निरूपण आंखों को आकर्षक लगते 
हैं और प्रेक्षक के मन पर अधिक गहरा एवं स्थायी प्रभाव छोड जाते हैं। निस्संदेह 
चित्रों द्वारा निरूपण के उचित शीर्षक होना चाहिए जिससे कि पढ़ने वाले को ज्ञात 
हो सके कि वे किस विषय से संबंधित हें। 


आपने पिछली कक्षाओं में दण्ड आलेख (७क ०/४॥) बनाना सीखा है। एक उदाहरण 


द्वारा हम उसका पुनर्स्मरण करते हैं। 
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उदाहरण 4 : भिन्‍न मदों पर एक कंपनी का व्यय (हजार रुपयों में) नीचे दिया है; 


मद व्यय (हजार रुपयों में) 
कर्मचारियों का वेतन 400 
यात्रा भत्ता 800 
उपकरण 250 
किराया. 00 

.. अन्य ह 200 


उपरोक्त आँकडों को दान के लिए एक दण्ड आलेख खींचिए। 


हल : हमें ज्ञात है कि एक दण्ड आलेख में, समान चौड़ाई के दण्ड, जिन्हें सामान्यत: 
आयतों का रूप दिया जाता है, £-अक्ष पर खींचे जाते हैं, उनके बीच बराबर स्थान होता 
है और आयतों की ऊंचाई जो कि विचर (यहाँ व्यय) के मान के समानुपाती है, 
५-अक्ष पर दशाते हैं। आयत की चौड़ाई का कोई महत्त्व नहीं होता है, अतिरिक्त इसके 
कि निरूपण आकर्षक दिखाई दे। दण्ड आलेख आकृति 8.व में दर्शाया गया है: 


विभिन्‍न में पर कंपनी का व्यय दशानि वाला दण्ड आलेख 


) कया 


व्यय (हजारों रुपए में 





आकृति ॥8.] 


सांख्यिकी 377 


अब हम कुछ दूसरे प्रकार के आलेखी निरूपणों पर विचार करेंगे जैसे आयत चित्र 
(##0ट्टाशा) और बारंबारता बहुधभुज (640००ए एण५६०ा) 


आयत चित्र : एक आयत चित्र बारंबारता बंटन का एक आलेखी निरूपण हैं। आयत 
चित्र में हम निम्न कार्य करते: है : 

0) वर्ग सीमाओं* को £-अक्ष पर निरूपित करेंगे। 

(४) वर्ग बारंबारताओं को #-अक्ष पर निरूपित करेंगे। 

(॥) हम आयतों की. रचना करते हैं जिनके आधार 5-अक्ष पर है और 

ऊंचाइयाँ+** २-अक्ष के अनुसार। 

आयत चित्रों में, प्रत्येक दो क्रमागत आयतों की ऊपरी भुजाओं के मध्य बिन्दुओं को एक 
रेखाखण्ड द्वारा मिलाने से जो आकृति हमें प्राप्त होती है उसे बारंबारता बहुभुज कहते 
हैं। बहुभुज को पूरा करने के लिए प्रत्येक सिरे के मध्य बिन्दुओं को आसनन्‍्न निम्नतर 
या उच्चतर मध्य बिन्दु (जैसी स्थिति हो) से शून्य बारंबारता पर मिलाया जाता है। 


अब हम एक उदाहरण द्वारा इसे समझाते हैं : 


उदाहरण 5 : नीचे दिए गए आऔँकडे एक नगर के साप्ताहिक निर्वाह सूचकांक दर्शाते 
हैं। 


निर्वाह सूचकांक सप्ताहों की संख्या 

40 - 50 5 
850 - 60 0 
60 - ॥70. 20 
[70 - 80 ' 9 
880 - ॥90 6 
90 - 200 2 

योग 52 


क्या 


* हम इस कारण वर्ग सीमा का सुझाव देते हैं जिससे कि आयतचित्र की रचना में कोई रिक्त 
स्थान न रहे। 

*+ प्रत्येक आयत का क्षेत्रफल संगत वर्ग बारंबारता के समानुपाती होना चाहिए। किन्तु हम समान 
अन्तरालों का उपयोग कर रहे हैं। इसलिए यह कहने में कोई च्रुटि नहीं कि आयत की ऊँचाई 
हो संगत वर्ग बारंबारता है। 
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उपरोक्त आँकडों के लिए आयत चित्र और बारंबारता बहुभुज बनाइए। 
हल : आकृति 8.2 में आयत चित्र और बारंबारता बहुभुज (बिन्दुंकित रेखा से) एक 
ही पैमाने पर बनाए गएं हैं। कक 

7990-97 में नगर में निर्वाह सूचकांक 





200 


निर्वाह सूचकांक --> 


आकृति 8.2 


उदाहरण 6: निम्न आँकडों के लिए एक ही आलेख पर आयंत-चित्र एवं बारंबारता 
बहुभुज बनाइए। । 


अंक ..._ विद्यार्थियों की संख्या 
0-0 ह 5 
00-20... ह ]0 
20-30 8 
30-40... 5 
40-50 ह 2 


योग 30 


न्ंचिःखःः।?तनन फ 


सांख्यिकी . गा 


हल : उपरोक्त आँकडों के लिए आयत चित्र एवं बारंबारता बहुभुज निम्न आकृति 
8.3 में दर्शाए गए हैं 


30 विद्यार्थियों के अंकों के बंटन को दशने वाले आयवब-चित्र एवं बारंबारता बहुभुज 





आकृत्ति 8.3 


टिप्पणी ; 


, 


कभी कभी जब ऋणात्मक राशियों की अनुमति नहीं होती, बारंबारता बहुभुज का 
88 भाग निकाल दिया जाता है और उसकी जगह ४0 को लेकर बहुभुज पूरा 
' किया जाता है। (आकृति 8.3) 


2. यदि दोनों आयत-चित्र और बारंबारता बहुभुज की रचना करना हो, तो पहले 


आयत-चित्र बनाना सुविधाजनक होता है और बाद में बारंबारता बहुभुज। यदि 
अकेले बारंबारता बहुभुज बनाना है, तो वर्ग चिह॒नों को £-अक्ष पर और बारंबारता 
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को £-अक्ष पर निरूपित कर बिन्दुओं को आलेखित करते हैं, तत्पश्चात्‌ बिन्दुओं 
को रेखाखण्डों द्वारा मिला देते हैं। 


3. आलेख बनाते समय एक अन्य बात का भी ध्यान रखना है कि जिस अक्ष पर 
अपना मापन शून्य से प्रारंभ न होकर किसी दूसरे सुविधाजनक मान से प्रारंभ होता 
हो, वहाँ मूल बिन्दु के निकट एक भंग (दा) *४ का चिहन बना देते हैं। 


प्रश्नावली 48.2 
4. निम्न सारणी किसी नगर में शिक्षित महिलाओं की संख्या दर्शाती है 


आयु-वर्ग 0-45 5-20 20-25 25-30 30-35 35-40 
कजओं के रज [ 0 % ७४ ७ »0 


उपरोक्त आँकड़ों को प्रदर्शित करने के लिए एक आयत-चित्र बनाइए। 






2. 00 व्यक्तियों के भार (किग्रा में) का बंटन इस प्रकार है: 


भार (किग्रा में 40-45 45-50 50-55 55-60 60-65 65-70 70-75 
[बरंबारता 8 % 2 8 82 5 ? 


उपरोक्त आँकड़ों के लिए आयत चित्र एवं बारंबारता बहुभुज बनाइए। 


3. एक प्रश्न को हल करने में 25 विद्यार्थियों द्वार लिए गए समय (सैकन्डों में) का बंटन 
निम्नानुसार है: 


समय सैकन्डों में 5-20 20-25 25-30 30-35 35-40 40-45 45-50 
कसम [7 7 75772 7'/&ः 


4. निम्न आँकडों के लिए आयत चित्र बनाइए। (एक ही आलेख पर) आयत चित्र एवं 
बारंबारता बहुभुज बनाइए। 




















निर्वाह सूचकांक महीनों की संख्या 
440-460 2 
460-480 4 
480-500 3 
500-520 5 
520-540 9 
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540-560 2 

560-580 | 

580-600 4 
योग 24 


5. पठन योग्यता की एक परीक्षा में विद्यार्थियों के एक समूह द्वारा प्राप्त अंक नीचे दिए 
गए हैं | 


प्राप्तांक 30-52 47-49 44-46 4|-43 38-40 35-37 32-34 





विद्यार्थियों की संख्या 


उपरोक्त आँकड़ों के लिए एक बारंबारता बहुभुज बनाइए। 


6. एक विद्यालय की कक्षा 9 के 60 विद्यार्थियों की बुद्धि लब्धि (#गरांइथा०० ००००0 
निम्न सारणी में दी गई हैं : 


बुद्धि लब्धि 60-70 70-80 80-90 90-00 00-0 !0-20 20-30 


विद्यार्थियों मर हे ५ हि डे 
की संख्या हल हर 


उपरोक्त आँकड़ों के लिए बारंबारता बहुभुज बनाइए। 
7. 200 विद्यार्थियों के एक प्रवेश परीक्षा में प्राप्त अंकों का बारंबारता बहुभुज बनाइए : 





प्राप्तांक विद्यार्थियों की संख्या 
400-450 5 
450-500 30 
500-550 | 35 
550-600 30 
600-650 25 
650-700 25 
700-750 20 
750-800 20 
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[8.6 सेमनिक गतिविधियों से संबंधित आलेख 


कभी कभी समय के भिन्‍न अन्तरालों पर किसी विचर की स्थिति का अनुमान आलेखों 
के द्वारा सुविधापूर्वक जाना जा सकता है। ये तापमान-समय आलेख, वेग-समय 
आलेख, रन प्रति ओवर आलेख आदि हो सकते हैं। 


हम उदाहरणों के द्वारा इन्हें प्रदर्शित करेंगे : 


उदाहरण 7 : एक रोगी को टायफाइड ज्वर के कारण अस्पताल में भर्ती किया गया। 
दिन के भिन्‍न समयों पर मापा गया तापमान निम्नानुसार हैं। आँकड़ों के लिए 
तापमान-समय आलेख बनाइए। 


समय (घंटों में) | 7.00 9.00 ॥.00 3.00 5.00 7.00 9.00 2.00 


तापमान (क में) | 400 ॥0 04 02 ॥00 99 [00 98 
हल 5 निम्न आकृति 8.4 में तापमान-समय आलेख दर्शाया गया है ; 





प्र तापमान समय आलेख 


04? || 


| ह 
037+ तु 
0% ६ । हे 
हर 
ट े 


80९+ 





ज्ञापमान (# में)  एि 





रकाअ 4, बातताआब 5, ता ऊफुूंगल का आयाउक अप 
700 9:00 ॥:00 3:00 5:00 ॥7:00 ॥9:00 2:00 23:00 

समय (घंटों में) -----* 

आकृति ॥8.4 


हम समय (घंटों में) ऋ-अक्ष पर और तापमान "ए में #-अक्ष पर निरूपित करते हैं। 
हम क्रमित युग्मों (, 00), (9, 0), . . . (2।, 98) बिन्दुओं द्वारा आलेखित 
करते हैं और रेखाखण्डों द्वारा उनको मिलाते हैं। 


सांख्यिकी 383 


उदाहरण 8 ; दिन के भिन्‍न समंयों पर एक कार के वेग नीचे दिए गए हैं : 


7:30 7:45 8:00 8:5 8:30 8:45 9:00 





उपरोक्त आँकडों के लिए वेग-समय आलेख बनाइए 
हल : आलेख आकृति 8.5 में दर्शाया गया है 


हा वेय समय आलेख 

80 

70 2७ है 

50 छा र्ढ्र कि 
जज 
( बट र्र 
पु 40 4 
; 





0० 7:00. 7:05 7:30 7:455 8:00 8:55 8:30 8:45 9:00 
समय (घंटों में। --+> 


आकृति (8.5 


यहाँ (समय, वेग) को बिन्दुओं द्वारा आलेखित करते हैं, और फिर उन्हें रेखाखंडों से 
मिलाते हैं। 
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उदाहरण 9 : एक क्रिकेट टीम ने प्रथम 45 ओवर में जो रन बनाये, वे नीचे दिए 
गए हैं ; 


2 4 4 2 6 7/08 0 5 


हल $ आलेख आकृति 8.6 में दर्शाया गया है : 
रन - ओवर आलेख 





पं | | 





0 
0 ॥]7॥[7]ए४एशएश शाशाफ ऊ ऊा जाउा हाएजए 
ओवर नन्‍ाणए ने 


आकृति 8.6 
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उदाहरण ॥0 ; किसी विक्रेता कौ जुलाई 2000 के आठ दिनों की बिक्री के आँकडे 
नीचे दिए गए हैं 


बिक्री (रुपयों में) |3306 3392 3453 3435 390 3470 3590 3620 


उपरोक्त आँकडों को निरूपित करते हुए आलेख बनाइए 
हल ४ आलेख को निम्न आकृति 8.7 में दर्शाया गया है। 
विक्रेता की जुलाई 2000 क॑ आठ दिनों की बिक्री का आलेख 


५ 


प्रतिदिन की बिक्री ( 





7 8 9 |॥00 ]7 [2 3 4 
जुलाई 2000 की तिथियाँ "जे 


आकृति 8.7 


हम तिथियों का #-अक्ष पर और बिक्री (रुपयों में) को ४-अक्ष के अनु हज करते 
हैं। हम क्रमिक युग्मों (7,3306), (8,3392), . . « (4,3620) को बिन्दुओं द्वारा 
आलेखित करते हैं और उन्हें रेखाखंडों से मिलाने पर उपरोक्त आलेख प्राप्त होता है। 
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उदाहरण ] : किसी गैस के दाब (लन्यूटन प्रति सेमीः में) और आयतन (सेमीः में) 
के आँकडे नीचे दिए गए हैं : 





उपरोक्त आँकडों को निरूपित करते हुए दाब-आयतनः आलेख बनाइए। 


हल : हम »-अक्ष के अनु दाब के मान दशशाते हैं और आयतन के मान #-अक्ष के 
अनु और क्रमित युग्मों (67.5, 700), (7, 95), . . . (84.5, 80) को आलेखित 
करते हैं तथा उन्हें एक मुक्त हस्त वक्र द्वारा मिलाते हैं। निम्न आकृति 8.8 में 
आलेख दिया गया है। ह 


दाब आयतवन आलेख 





दाब ((्यूटन प्रति सेमी में). +-+> 
ह आकृति 8.8 
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उदाहरण ॥2 : जुलाई 200। के 0 दिनों के किसी शहर के अधिकतम तापमान नीचे 
दिए गए हैं :. । 


जुलाई 200। की 
तारीख 


अधिकतम 


में। | 37: 38.5 35.7 36.5 34.0 30.0 33.0 32.4 33.3 34, 
तापमान ("८ में) 5 5.7 36.5 34.0 30.0 33.0 32.4 33.3 34.0 





उपरोक्त आँकडों को निरूपित करते हुए एक आलेख बनाइए। 


हल : हम महीने की तारीखें »-अक्ष पर निरूपित करते हैं और अधिकतम तापमान 
(९ में) को +-अक्ष के अनु क्रमित युग्मों (4, 37.5), (5, 38.5), . . . (9, 34.0) 
को आलेखित करते हैं और रेखाखण्डों द्वारा उन्हें मिलाते हैं। जुलाई 200। के 0 
दिनों में अधिकतम तापमान दशनि बाला आलेख आकृति 8.9 में दिया गया है। 


अधिकतम वापयान दशाने वाला आलेख 


39 


38 


37 


36 


तट 


35 


394 


तापमान (“९ में) 


33 


32 


3 





0 - 
रे 0 4 5 67 8 9 0 | 2 3 [4 [5 [6 7 8 ॥9 


. जुलाई 200 की तिधियाँ ---> 
आकृद्ि 8.9 
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8.7 आलेखों का पढ़ना 


आलेखों की रचना थोड़ा कठिन अभ्यास है, किन्तु प्रतिदिन के आलेखों को पढ़ना 
सरल, उपयोगी और रोचक है। हँम इसे उदाहरणों के द्वारा प्रदर्शित करेंगे। 


उदाहरण ॥3 .: एक रोगी का तापमान-चार्ट नीचे आकृति 8.0 में दिया गया है। 


७. .. रोगी का तापमान चार्ट 








तापमान (% में) >> 

















9:00 .00 3:00 5:00 7:00 ]9:00 2:00 
समय (घंटों में) -----+> 
जाकृति ॥8.॥0 
(अ) रोगी का तापमान 0) .00 बजे (3) 45.00 बजे ज्ञात कीजिए। 
(ब) किस समय तापमान . (0) अधिकतम है? () न्यूनतम है? 


हल : आलेख से किसी समय का तापमान उसी प्रकार पढ़ा जा सकता है जैसे कि 


हम किसी बिंदु के निर्देशांक पढ़ते हैं। »-अक्ष पर समय (घंटों में) दर्शाएं गए हैं और 
£-अक्ष पर तापमान (को) में। .. 


4 
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(अ) 0) रोगी का तापमान ।.00 बजे 02% है। 
0) रोगी का तापमान 5.00 बजे 04% है।. 


(ब) तापमान है 
60) अधिकतम (04%) 5.00 बजे और 
(0) न्यूनतम (98%) 9.00 बजे। 


उदाहरण ॥4 ; एक वर्ष तक के सावधि जमा पर भिन्न वर्षों में ब्याज के परिवर्तन 
का आलेख नीचे आकृति [8.। में दिया गया है। 


आलेख को पढ़िए और ज्ञात कीजिए कि 

(0) किस समयावधि में ब्याज की दर अधिकतम थी? 

(४) किस समयावधि. में ब्याज की दर न्यूनतम थी? 

08) जिस अवधि पर विचार हो रहा है उसमें ब्याज की दर के अधिकतम और 
न्यूनतम मानों का अन्तर क्‍या था। 


१५ 


वार्षिक ब्याज की दर ऋचक्‍्ज् 





992 4993 994 995 .996 997 998 999 2000: 


वर्ष -+> 
आकृति ॥8.]] 
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हल : 0) वअज्याज की अधिकतम दर (2%) वर्ष 996 में थी। 
(9) ब्याज की न्यूनतम दर (8%) वर्ष 995, 998 और 2000 में थी। ' 
(8) अंतर है ([2-8)% या 4% ॒ 
ऐसी बहुत सी स्थितियाँ आ सकती हैं जब आप आलेख को पढ़ने की प्रवीणता का 
उपयोग कर सकते हैं और उस सूचना को उपयोगी बना सकते हैं। 
प्रश्नावली 8,3 
।. निम्न स्थितियों में तापमान-समय आलेख बनाइए ; 


6) समय (घंटों में) 8:00. 0:00 2:00  4:00 6:00 8:00. 20:00 
तापमान (फ में) 400 ॥0. 04 03 99 98. 00 


(४) समय (घंटों में) 7:30 9:30 :30 3:30 5:30 7:30 9:30 2.30 
तापमान (क में) 99 00.5 02 0.5 04 03 +0. 99.5 


(पा) समय (घंटों में) 9:00 0:00 :00 2:00 3:00 4:00 5:00 6:00 ॥7:00 
तापमान (क में) ॥00 0। 09 05 02 00 99.5 99 ]00.5 , 


2. एक कार 5.00 बजे यात्रा प्राश्भ्भ करके 6 घंटों की लंबी यात्रा पर जा रही है। भिन्‍न 
घंटों 'पर कार कौ गति नीचे दी गई हैं ; 


. समय (घंटों में) 5:00 7:00 9:00 :00 3:00 5:00 7:00 9:00 2:00 
वेग (किमी/घंटे में) 40. 50 60 80 70 65 75 60 50 


: उपरोक्त आँकडों के लिए वेग-समय आलेख बनाइए 
3, निम्न ऑकडों के लिए वेग-समय आलेख बनाइए। 


समय (घंटों में) 7:00 8:00 9:00 0:00 :00 2:00 3:00 4:00 
वेग (किमी/घंटे में) ; 30 45 60 50 70 50 40. 45 


4. दो टीम & एवं 98 द्वारा प्रथम दस ओवर में बनाए रन नीचे दिए हैं; 


(0 ओवर | 7 व]| ५७ जशजलआओशाशाएफनऊडऊ 
टीम &; 2. 8 8 9 4 5 6]0 62 
टीम 8: 5 6 2 |[00 5 65 383 4 8 ॥0 
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(0) ओवर ॥ 7 !॥।॥ [ए ७४७ ए शा शाओउपह़ऊदऊ 
टीम &: 4 7 8 6 70 5 8. 7 6 5 
टीम 8: 3 2 30 2 6 3 4 2 6 0 


उपरोक्त आँकड़ों को प्रदर्शित करते हुए उन्हीं अक्षों पर आलेख बनाइए। 


5. किसी बेंक छ्वारा एक वर्ष तक के सावधि जमा पर समय समय पर परिवर्तित ब्याज 
दरें नीचे दी गई हैं। 


(७) वर्ष : ]995 996 99 4998  999 2000 200। 
ब्याज दर ; 2% व75% ]% ]0% 0% 9.5% 8.5% 

(0) वर्ष : 993 994 995 996 997 998  ॥999 2000 
ब्याज दर ; 3% 2.5% 2% [2% [7% [0% [0% 9% 


उपरोक्त आँकड़ों को प्रदर्शित करते हुए प्रत्येक स्थिति के लिए आलेख बनाइए। 
8,8 केन्द्रीय प्रवृत्ति के माप 


हमने पिछले अनुच्छेद में पढ़ा है कि सामान्यत: किसी सांख्यिकीय अन्वेषण में संग्रहित 
आँकडे अपरिष्कृत आँकड़ों के रूप में होते हैं। यदि आँकडे बहुत वृहत्‌ होते हैं, तो 
हमें उनसे अधिक सूचना नहीं मिल पाती है। इसी कारण आँकड़ों का वर्गीकरण किया 
जाता है, जिससे कि उनसे प्रासंगिक सूचना मिल सके। 

कभी कभी हम आँकड़ों का वर्णन अंकगणितीय दृष्टि से करना चाहते हैं जिससे 
कि हम उनसे अर्थपूर्ण निष्कर्ष निकाल सकें। दूसरे शब्दों में हम कुछ ऐसी संख्याएँ 
प्राप्त करना चाहते हैं जो कि आँकड़ों के कुछ लक्षणों को निरूपित करें। इन्हें आँकडों 
को अंकगणितीय वर्णनात्मंक मान (या स्थान निर्धारण माप या केन्द्रीय प्रवृत्ति के माप) 
(॥८४४5पा९३ ए [.0९कणा 0 (थधआशे ॥९१0०॥०५) कहते हैं। 

माध्य (५८७) (या अंकगणितीय औसत) एक ऐसा ही माप है जिसका सामान्यतः 
अधिकतम उपयोग किया जाता है। बल्लेबाजी की औसत, गेंदबाजी की औसत, गोलों 
की औसत, औसत वर्षा, औसत ब्याज की दर आदि को याद कौजिए। 
0) अपरिष्कृत आँकड़ीं का माध्य 


मान लीजिए किसी टोकरी से यादृच्छिक रूप से चुने गए ॥0 सेबों के भारों 
(ग्राम में) पर हम विचार करें। 
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50, 200, 75, 470, 250, 25, 220, 260, 270, 90 


सभी ।0 सेबों के भारों का योग करके और उनके योगफल को 0 से भाग देकर 
एक सेब का औसत भार प्राप्त किया जा सकता है। 


एक सेब का औसत भार (ग्राम में) 


[ 450+200+75+70+250+25+220+260+270+90 ) 
0 


_ 2]00 गसि 
८ 30 या 20 ग्राम 


यदि हम संख्या रेखा - पर इन बिन्दुओं को आलेखित करें तो हमें निम्न आकृति 
. 8.(2 प्राप्त होती है। 


“वदडध्श ं्क ेअेघ्क माफ घक_ &-+-7/+++-ले 
0 20 40 600 80 00 420 40 ..60 80 200 | 220 240 260 280 


औसत भार 
आकृति 8.82 


आलेख से हम देख सकते हैं कि सेबों के भार माध्य भार (या औसत) भार के 
आस-पास केंद्रित होते हैं। 


अपरिष्कृत आँकड़ों का माध्य निम्न सूत्र से प्राप्त होता है। 


डे। + 32 +% जज 
कप आस | () 


जहाँ »,,»,.....,# प्रेक्षण है और » उनका माध्य है। 
()) को निम्त प्रकार से भी लिखा जा सकता है 


अ » माध्य « 


है रा (/< ,2,.....,/2) 


उदाहरण ॥5 ; आटे कौ चक्की से आटे की दैनिक बिक्री नीचे दी गई है ; 





चक्की के आटे की प्रतिदिन बिक्री ज्ञात फीजिएं। 
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((॥ 


हल : औसत + -४. 


हि 
कल 


(।20+ | ।0+70+80+40+20) 


& | ++ 


| 
दा कट (0) ड्द 
६५) ) ८ [05 


आटे की प्रतिदिन औसत बिक्री ।05 किग्रा है। 
टिणणी ; माध्य की इकाई वही होगी हो जो कि अलग अलग प्रेक्षणों की है। 


उदाहरण ॥6 : किसी कक्षा-परीक्षा में 20 विद्यार्थियों के निम्न प्राप्तांकों का माध्य 
ज्ञात कीजिए। (अधिकतम अंक 50) 


25, 40, 335, 6, 28, 39, 44, 22, 28, 30 
36, 40, 30, 8, 22, 32, 48, 32, 38, 40 


हल : विद्यार्थियों के प्राप्तांकों का माध्य 


] | 
760 (25+40+5+6+28+39+4+22+28+30+ 


36+40+30+8+22+32+48+32+38+40) 


] 
हर (620) 5 3 


एक विद्यार्थी के औसत प्राप्तांक 3 है। 


उदाहरण ॥7 : यदि 0, 2, 8, 3, » और ॥7 का माध्य ॥5 है, तो # का 
मान ज्ञात कीजिए। 
हल : हमें ज्ञात है कि 


_0+2+8+3+/7+7 
>+ 6 


या 90> 70 + 7 


5 


या ०75 20 
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(0) अवर्गक्त आँकड़ों का माध्य 
मान लीजिए »,,०५,2५,-०% प्रेक्षेण है जिनकी बारंबारताएँ क्रमशः /,/;,./,.../ हैं। यह 


अपरिष्कृत आँकडों की एक विशेष स्थिति है जहाँ प्रेक्षण » / बार आता है, 
०, ) बार आता है और इसी प्रकार! 


, सभी प्रेक्षणों का योग « 2] + ० 7 ५33 की». + हि दल 
और प्रेक्षणों की संख्या / +/, +/३+ ... +, है : 
, उपरोक्त आँकडों का माध्य 


हत्क 9 + 202 + 423+...+॥ज॥ 
क्र कक 2+4+.,.+क 


इसको इस प्रकार भी दर्शाया जाता है. 








४, कट 
«लि 
लकी 
2 
न । 
5. 
या 2 |] का 
ष्ि ॥0॥ 
२; 2 
जहाँ ८ 2१ 
* |; 


हम एक उदाहरण द्वारा इसे प्रदर्शित करते हैं 
उदाहरण ॥8 : एक कारखाने के 60 कर्मचारियों के वेतन निम्नलिखित है: 


वेतन (रुपयों में) कर्मचारियों की संख्या 
500 ला 6 
2000 2 
2500 ह ]0 
3000 ह 8 
3500 6 
4000 4 
4500 ह 3 
5000 ] 
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कारखाने के एक कर्मचारी का माध्य बेतन ज्ञात कीजिए। 
इल :; माध्य 5-८ 
6»500+2 »८ 2000+0 » 2500 + 8 ५५ 3000+ 69 3500 + 4 ५ 4000+ 3» 4500 +9८ 5000 





60 

24000 + 24000 + 25000 + 24000 + 2000 +6000 +3500 + 5000 
न 60 

52500 
ह 60 


5. 254.7 (निकटतम) 
अर्थात्‌ कारखाने के एक कर्मचारी का माध्य वेतन 254.70 रु. (निकटतम) है। 
(0) माध्यिका 


केन्द्रीय प्रवृत्ति का अन्य माप जिसका बहुधा उपयोग किया जाता है, वह माध्यिका 
है। यदि अपरिष्कृत आँकडों के मानों को आरोही (या अवरोही) क्रम में रखा जाए, 
तो इस विन्यास के ठीक बीच के मान को माध्यिका कहा जाता है। अपरिष्कृत 
आँकड़ों की माध्यिका का परिकलन निम्न प्रकार से किया जाता हैः 


0) यदि प्रेक्षणों की संख्या # विषम है, तब (ट] वाँ मान माध्यिका होगी। 
(9) यदि प्रेक्षणों की संख्या # सम है, तब माध्यिका ४] वें एवं हि री ' वें प्रेक्षणों 
का माध्य होगी। 
हम इसे उदाहरणों के द्वारा प्रदर्शित करेंगे 
उदाहरण 9 ; निम्न आँकडों की माध्यिका ज्ञात कीजिए। 
5, 35, 8, 26, 9, 25, 29, 20, 27 
हल : आँकडों को आरोही क्रम में विन्यास करने पर हमें प्राप्त होता है 
85, 8, 9, 20, 25, 26, 27, 29, 35 
यहाँ #> 9, एक विषम पूर्णाक है 
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7+] 
। 2 ] वाँ या 5 वाँ प्रेक्षण माध्यक होगी 


माध्यक 5 25 
उदाहरण 20 ; निम्न आँकडों की माध्यक ज्ञात कीजिए। 
78, 56, 22, 34, 45, 54, 39, 68, 54, 84 
हल : आँकडों को आरोही क्रम में विन्यास करने पर हमें प्राप्त होता है 
22, 34, 39, 45, 54, 54, 56, 68, 78, 84 
यहाँ ॥> 0, एक सम पूर्णाक है 


. माध्यक < 5] वें और | हू ।] वें प्रेक्षणों का माध्य अर्थात्‌ 5वें और 6वें 
प्रक्षणों का माध्य 
_ 54454 
2 
उदाहरण 2] : निम्न आँकड़ों को परिमाण के आरोही क्रम में विन्यास किया गया है। 
59, 62, 65, »,४+ 2, 72, 85, 94 
यदि माध्यक का मान 69 हो, तो »£ का मान ज्ञात कीजिए। 
हल :; यहाँ प्रेक्षणों की संख्या सम है 


554 





>+(४+ 2) 


माध्यक जा । 


माध्यक 69 दी गई है 
. ++[569 या ४568 
(५) बहुलक 


कभी कभी केन्द्रीय प्रवृत्ति के एक अन्य मान का उपयोग अधिक सुविधाजनक होता 


है जिसे बहुलक (४००७४) कहते हैं, क्‍योंकि यह व्यापार और उद्योग में अधिकतम 
उपयोगी है। 
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बहुलक आँकड़ों में चर का वह मान है जो सबसे अध्कि बार उपस्थित होता है अर्थात्‌ 
वह प्रेक्षण जिसकी बारंबारता अधिकतम है, उसे बहुलक कहते हैं। सिले सिलाए कपड़ों 
एवं जूतों के उद्योग इस अवधारणा का उपयोग करते हैं। वे उन कालर-नापों/जूतों 
के नापों का अधिक उत्पादन करते हैं, जिनकी अधिकतम माँग है और दूसरे नापों का 
उत्पादन कम करते हैं। 


हम कुछ उदाहरणों द्वारा इसे समझाते हैं। 

उदाहरण 22 : निम्नलिखित आँकडों का बहुलक ज्ञात कीजिएं। 

]5, 4, 9, 20, 4, 5, ॥6, 4, 5, 8, 4, 9, 5, ॥7, !5 
हंल $ हम आँकडों से निम्न बारंबारता-सारणी बनाते हैं 
* [छह हक [हक 
(की लि कि. ही हि. आह की लिए 
यहाँ प्रेक्षण 45: की अधिकतम बारंबारता (5) है। 
इसलिए बहुलक < 





उदाहरण 23 5१ उपरोक्त उदाहरण में, यदि अंतिम प्रेक्षण को परिवर्तित कर ]4 कर 
दिया जाए, तो नए बहुलक को ज्ञात की कीजिए। 


हल ; उस परिवर्तन से हमें निम्न बारम्बारता-सारणी प्राप्त होती है। 





» बहुलक - ॥4 


8.9 माध्य के गुण धर्म 
. समस्त प्रेक्षणों का उनके माध्य (£) से विचलनों का योगफल शून्य होता है, अर्थात्‌ 
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2. यदि है, 5,,5., .....2. समूहों के माध्य हैं जिनमें प्रेक्षणों की संख्या क्रमश: 
मा ४, है, तेब सभी समूहों को एक साथ लेने पर, उनका माध्य ६ 
जिसे संयुक्त माध्य कहते हैं, निम्न से दिया जाता है 


हर 
हे 55 ! जा 
दर 2 ह 2] + 72 >2+... था -आ 22 हज 
2 + 22 + 773 न... .. 7१ से 
2.0 
। 


3, यदि आँकड़ों में से प्रत्येक प्रेक्षण को माध्य (ह) से बदल दिया जाये, तब सारे 
प्रेक्षणों का कुल योग नहीं बदलता। 


जन झुक -.+झ, ता पे () 


श्दा 


+औ+...+जे न फाओं (2) 

4. यदि ४,०३2, >>, की माध्य 5 है, तब 2[54, 32+०,.३२4, ..3 55० का माध्य 
फऊप है। 

5. यदि »|,७०, ७», की माध्य & है, तब 60, 402, ....» %५ की माध्य ८6 और 


>0 | ० का माध्य | है, जहाँ ०० है। 
(24 ११ ध 


49.0 भाध्यक के गुणधर्म | 


]. माध्यक का मान आलेखीय विधि से ज्ञात किया जा सकता है, जब कि माध्य 
का नहीं। ु 
2. माध्यक से लिए गए निरपेक्ष विचलनों का योग आँकडों में से अन्य किसी प्रेक्षण 
से लिए गए निरपेक्ष विचलनों के योग से कम होता है। 
2, 3, 5, 7, 9 की माध्यक 5 है। 


।2-5।+।3-5।+।5-5]+।7-5।+।9-5। - !] (0) 
।2-3।+3-3+।5-3+।7-3।+।9-3। < 3 () 
।2-9।+।3-9।+।5-9|+।7-9।+]9+9] > 9 | | (॥) 


यह देखा जाता है कि 6), () और (४) में से 6) न्यूनतम है। 
3. यह चरम मानों से अप्रभावित रहती है। 


सांख्यिकी 399 


8.॥ बहुलक के गुणधर्म 
3. इसका परिकलन आलेखीय विधि से किया जा सकता है। 
2. यह चरम मानों से अप्रभावित है। 


3. यह विवृत अंत बटनों एवं गुणात्मक आँकड़ों के लिए भी उपयोगी है। 


प्रश्नावली ॥8.8 
।. किसी परीक्षण में 20 विद्यार्थियों के निम्न प्राप्ताकों (00 में से) का माध्य ज्ञात कीजिए। 


76, 44, 45, 87, 7, 72, 82, 83, 4, 32, 
75, 32, 46, 78, 7, 70, 84, 2, 77, 74, 


2. 25 विद्यार्थियों की ऊँचाइयाँ (सेमी में) नीचे दी गई हैं, उनका माध्य ज्ञात कीजिए। 


50, 52, 50, 54, 55, 59, ॥65, 48, 47, 60, 62, ।65, 67 
49, !50, 457, 52, 54, 52, 57, 62, 60, 59, 458, 70, 


उपरोक्त आँकड़ों का माध्यक भी ज्ञात कीजिए। 
3. () निम्न आँकड़ों का माध्य ज्ञात कीजिए। 
25, 27, ॥9, 29, 2।, 23, 25, 30, 28, 20, 
दर्शाइए कि समस्त प्रेक्षणों का माध्य से विचलनों का योगफल शून्य होता है। 
(0) प्रश्न 3 0) में दत्त आँकड़ों की माध्यक ज्ञात कीजिए। 


4. 0, 2, 6, 20, ? और 26 का माध्य ॥7 है। ? का मान ज्ञात कीजिए। 


5. यदि ।0 प्रेक्षणों का माध्य 20 है और अन्य ।5 प्रेक्षणों का माध्य 6 है, तो कुल 25 
प्रेक्षेणों का माध्य ज्ञात कौजिए। 


6. ॥3 प्रेक्षणों का माध्य 4 है। यदि प्रथम 7 प्रेक्षणों का माध्य 2 है और अंत के 7 
प्रेक्षणों का माध्य 6 है, तो 4वें प्रेक्षण को ज्ञात कीजिए। 


7. निम्न बंटनों में से प्रत्येक का माध्य ज्ञात कीजिए : 
6 |68[४8[ 6 







() 
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(॥) 


(॥) 








8. प्ि्ध कीजिए कि 2,(/-:)050 ,जहाँ प्रक्षेणो कपः े ०7, की माध्य है। 
5] 


9. निम्न बंटनों की माध्यक ज्ञात कीजिए : 
(0) ॥5, 40, 25, 6, 28, 32, 36, 42, 6, 9, 28 
(). 72, 68, 42, 33, 35, 39, 40, 4, 65, 69 
(॥) 36, 39, 78, 42, 48, 52, 68, 69, 72, 7] 


0. निम प्रेक्षणों को आरोही क्रम में विन्यास किया गया है। यदि प्रेक्षणों की माध्यक 63 
हो, तो > का मान ज्ञात कौजिए। 


29, 32, 48, 50, &, #+2, 72, 78, 84, 95 
।।, निम्न आँकड़ों में से प्रत्येक का बहुलक ज्ञात कीजिए। 
(0) 4, 25, 4, 28, 8, ।7, 8, 4, 23 22, 4, 8 
0). 750 8 ॥9, 8 76 व 0 7, 26 8 ही 
2, एक सर्वे के द्वारा प्रात भिन्‍न नापों की कमीज की माँग नीचे दी गई है: 
नाप 


व्यक्तियों की संख्या 
सर्वे से प्रेक्षित कमीज नापों का बहुलक ज्ञात कीजिए। 
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प्रश्नावली . 
. 60). 0.42 () 0,654... (9) 3.75. 6५) 02 (९) 0.87 
(श) 0.कइक (भा) 0,556 (भा) 0, छकाात 


2. उदाहरणार्थ न | 2,00020003... , अनन्त 


3. 0) वास्तविक, परिमेय संख्याएं, अपरिमेय संख्याएं 
(9) सांत, आवर्ती 
07). 0.296 
6५) परिमेय 
4. ऐसे अनेकों उदाहरण हैं। फिर भी कुछ उत्तर निम्न हैं : 
0) 2+ 5, -2+ ,5 
0). 2.3, 43 
(0)  5+ ४5, 5-४5 
6) 54, 27 
(0 2-93 + 2+ 45 
(श) 249 ,+5 
(शो) 23४5, ४5 
(श्र) 245, 245 


2. आल, 2, 34 50 
5, (0) - ञ्रु (॥) ता (॥) हा (५) वर 
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(४) अपरिमेय 

(6ए)  अपरिमेय 

(शं) परिमेय, 0 

0) परिमेय 07) परिमेय 
(७) अपरिमेय (५)  परिमेय 


परिमेय संख्या 0 को किसी भी अपरिमेय संख्या “४ से गुणा करने पर परिमेय संख्या 


60). परिमेय, 2 
(४) परिमेय, .2 
(७) परिमेय, - 0.8 
6) अपरिमेय 
(0९ अपरिमेय 
(४) अपरिमेय 
0 आती है। 
(0), (0), (५), 
(0), 60९), और 
6). 652, 95-] 
00) ८5], 8-- 6 
(५) ८ 3 भर 

03 
45८0, 85 72 

3 

6) ४6+ 5 


6५) ॥7 - 242 


(शा) से 
]] 


प्रश्नावली 4.2 
शा), (शा), (छ) और (60) करणी हैं। 
(भं) करणी नहीं हैं। 
प्रश्नावली .3 
22 शी 
7 7 
लि: आम कील 
9 9 
हि 5 
03 
0) ४7-३3 (#) 5५४3 + ३४5 
मी (जी - २2) (सं) 25+ ४३ 
>> आआ 72 
(शांत) - 8४5 69): पर (2४3+3- ४2) 


00 न (3५2+243+ 430) - 


उत्तरमाला ' 
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प्रश्नावली 2.4 


, (9) 3:05 + 29) 
(०) #व (3/4+ २१ + 90) 
(0) 2 (232 + (५9 + 597) 
2. (8) (2४+ 9) (2४+ 9) 
(०) (४+ 29) (४- 20) 
(९) (7८ - 30) (76- 30) 
(& 
3. (9) (0+ 4+ 3/) (9 + 4+ 3१ 
(०) (४-७+ 2) (४-»+ 2) 


॥ जीप 


(४+ 9 + ]) ((- ४ + ]) 


4. (8) (४+ 20) (५+ 20) (४+ 29) 
(०) (२+ 34) (२० + 34) (25 + 34) 
(०) (४-५) (४-4) (७-+) 
5. (४) (४+4) (४-3) 
(७) (४+ ]) (४- ) 
(6) (४+७+ ) (४ + %- ) 
(2 
6, हद 


५ 


(४+ 2 + 2) (५+ |? + 2) 


7. (2 


का 


(4.०+9)(4०+०) 

(०) है (४+ >)(+- ७) 

(6) (7४- हा 4)(9-८ स 4)(४9- 74) 
3 3 3 


0, (४) (४-४9) (४ + 9) (४४ + ४7) 
(०) (४-०७+ ८) (४ + 2-०८) 
(8) (८-४) (४ + 24 + 82) 


हर्ट ५ 


], (४+ 4))(४ + 79) 


(9) 7्(] - 37॥) 

(4) 4:77 (0 + 2 + 8४?) 

(0) (४+ ४) (४ + 47) 

(0) (3४-)) (3४-39) 

(१) (5 + 604) (5४ - 64) 

() (4%8 + 39) (45 + 39) 

(0) (24 + 20 + ) (26 - 20 + |) 
(0) (24 + 9 + 2) (24 + 0 + 2) 
(06) (26 + 30 + ८) (24 + 39 + ८) 
(0) (2४ + ») (2४ + 3) (२४+ ») 
(0) (%- 34) (५० - 34) (११ - 39) 
(0 (४-9) (ध३- ०) (कक - 8) 
(0) (७-5) ७-5) 

(0) (५-9) (५- 0) 

(0 (४-) (४- ) (४- |) 


! ] 
(9) (८-27(४--2) 
(9) (+390(2+ 90 (४+ज) 
। व ॥ तिल हा हिल । 
() (१+त00 (55+ 72) (तुृ१+ 4?) 
(8) (4- 20) (६ + 20) (ध7.+ 487) 


(9) (४+ 39) (४+ 49) 
(0 (४-॥) (६४+ 2) (४ +++ 6) 
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(8) 
(०) 
(०) 
(8) 
() 


(४) 
(०) 
(९) 


(9) 
(०) 
(6) 


(8) 
(०) 
(९) 
(8) 
(0) 
(8) 
(७) 
(0) 
(0) 
(०) 


(9 


| गणित 
प्रश्नगावली 2.2 
5६87) ७४% (७) ($४४+ 2) (3४+ 4) 
(४+ 7) (2४-39) - (6) (४-5) (2४+ 3) 
(४-4) (3:- 2) 6) (४-2) (3४- 4) 
(2॥ + 3) (3४ + 4) (॥) (8# - 3) (39-44) 
(79 + ) (497 - 2) 
हक -)(25%+!) (७) है कह ])(45-) 
हु (6४-4४-7) (०) द् (7%+ ) (5%+) 
तर (2/४-) (2:-!) 
(४2%४+) (४+ ४2) (0) (2:४+-४3)(४+ ४३) 
४5(./5५+ ) (४5+ 3) (9) (22++७5) (४+ ४5) 
(५+२१)(२५४+ २३) 
प्रश्नावली 2.3 
(46 + 99) (642 - [269 + 997) ह (0) (४-59) (७४ + 5.७ + 257 
([08 + 30 (0082 -- 308/ + 97?) (9) (6:- 59) (3622 + 3099 + 2592 
(३४+ 7) (9? - 2// + 49) | (0) (4-72) (6 + 28/ + 4927) 


(६+४-2)((४+ ७) (४+ 9 +2)+4).._ (0) 8(9 + 209) (४४ - 299 + 457) 
2#(342 + ४9) ह दे 
(ध + 20 + 30) (४८ + 482 + 9८९ - 260 - 69८ - 36८) 

(0-34 + 27) (72८ + 96? + 477 + 394 + 64/- 2]? 

(४+ 9 + 4) (४४ + ै१-७- 49-4४ + 46) 

(७४-59 + 6) (4४ + 25% + 00/ + 30/- 2:+ 36) 

(:2०+ 229 + 0) (26 + छः +८ -460 - 2090८ - 2०0) 


(४2%+ ४३५ + ४5) (2४ +39/* - 6७ न भी5> -४0%+5) 


उत्तरमाला 


3, (8) ४ + 9१-४१ + 3४5८ 
(०) 0-89) + 27 + 85 


4. (9) 0 (9) 0 
], ( | ) ध्ज 
(0) 22 


2. (७), (०), (०) : हां 
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(0) > - 8५४१ - ४ - 65८ 
(0) 27 - 25)0 - 802) - 64 


(७) 0 
प्रश्नावली 2.4 


(0) 
(8) 


20 (०) 


-52 0) 


-3 
25 
4 

(०, (0), (0 ; नहीं 


3, (0), (9), (०), ): गुणनखंड है। (०), (9): गुणनखंड नहीं है। 


4... (9) ् 
5. (8) 


6... (9). 


4, (9) 
(०) 


(४ + 5) (५+ 2) (४+ 0) 
(६-3) (3:-0) (3६+ ]0) 


(४- ) (४५-0) (४- 2) 
०) (४+ ) (५+ 3) (४- 4) 
० 0+39)0+2)0-7) 
8) (3४-4) (४- 2) (४ + 2) 


शा ला अं 


3. (0) 3:4 


७) #& 


७०) हु 
(0) 0 


७) 


प्रश्नावली 2.5 


(9) (४+ 2) (2४ + 3) (७ + 3) 
(0) (५- ) (५+ 5) (४+ 9) 


(0) (४+3) ७-2 (७-2) 
(0) (४- ) (४+ 5) (५+ 9) 
() (2४/-7) ७-2) (५ + 3) 


'प्रश्नावली 3.॥ 


0) 7:9 () 4:4 


2, 0), 0), (॥). 3:2. इस प्रकार के और अनन्त अनुपात हैं। 


3. 0) 2 


(0) 3 (9) डर 
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6) 4:4| (9) 4 : 3 
3:4 6. 4 और 8 
24 और 32 8... 3 

प्रश्नावली 3.2 
6) 2 (0) 6 (तो) 6 
0) 60 - (9) 28 ह ह (॥) 8 
0) 3 (9) 4 . (9) 8 
0) 2 (॥) 6 त) 24 
6) 3:2::72:8 क)+#:#::८:4... कं) #:5::9:7 
0) 2:40::3:45 (7) 9:4::/2:८ (त) 5:78::/:9 
60) 45;:3:.5: (9) (०9+/7):#»2::(9+ 20): ८ (0) (5 ++):/::(४+ 9): 9 
60) 5:3::]0:6 (0) 27-#/:#::45-८०:८० त) 3:2::7/-949 
6) 5:4::20:4 (४) (७+४): (७-४) :: (३+ ०): (७- ४) ह 


(0) (5+7):(5-/)::0+9):60-9) 


'व3, 2 84, 2 | । 

85, 6) ॥॥ 0) 5 .. 0 दूँ (७) पु 
प्रश्नावली 4.4 

3. 4 2. -8 3:08: 

4. 2 5, 3. 6 

7. 4 है. 6 9. 2(+अ४3) 
प्रश्वावली 4.2 

4. (0-7 (७) । ()वगा (५) व्‌ 

(०) ९ () पा - (8) ग () ॥५ 
2, 


8,0, 8, और6., 3, ०.0०,78,औरप्त, 4, चतुर्भुजभ॒. $. त्रिभुज 
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प्रश्नावली 4.3 
. (9), (०), (0), और (७) 
2. (७) (3,0) , (0,6) (७) (4,0) , (0,-2) (०) (2,0), (0, -5) 
(0) (-3,0) , (0, 9) (0) (-5, 0) , (0, 2.5) 0) (-3,0) (0, .5) 


3. अनेकों हलों में से कुछ हल निम्न हैं ; 
(8) ४54,9७१; 9,३०० ,9०3;:556.5, ५50:5: [.5 ,/ 52 
(0) &5-, 9७३3; (८-4, 9 है; (८5 ,/5-7;४52, ५-2 
(2) >52,9४50;05-[ ,/<2;:05-4, 954) ४०55, 9 ०-2; ४5 3.5, / 5 -| 
(8) ८-4, «जे, /5-;४८-, » «3:52, 955; 55- 5.5,  & 0 
(७) &६,053;&<4, / 85 ;.७८६-5 , / ७ -।;८-3.5, /< 0 
6) 0 कक कला 9: व्पी।क जव्यनआ गे लन्से लत किकनओ कब 


4. अनेकों संभव हलों में से कुछ हल निम्न हैं ; 
(89) &#८5७9०४0;४०5-5, 9 के 2; 5-0, > 524; ४ ० 5, 9 &-2; > रू 0, / 5-24 
(७) #८३50;४०3, /55;%२6; ७८ 0; ४59, » 5 5; ८-3, 0 ४-5; ४ ८-6, » र-0, 
(०) ४८0, $52;5<53, / 0; 2  ,5, » झ 4४% 6, »/ 5“ 2; ४-3, ५5 4 ; 
(0) ४#४-,95;25-25,#«ऐं;>«५ ७5;२८2, ३ ७3;.४०-4, ५ «-] 
(6) ४50,»5,25.5, 522 25953;25-3 , | ० ि+0, २5; ४०१9, हैं 
(0) अ#>/»«0०२८०७८०७िज ०२/८2/2५४3; 0४ ६-3; ४ ४-2 
(0) अर, हू ;9«-४+#0, ,५0, ४53, ५-3 
(0 अन>0 २४ कञिअलआनकिअल 52 
(0) अल 0,)% 4%50,852;%%0, 8 5-3; ४50, 3 
5. (४) ४०2, 85 0;:250, 95 3; और ४८2, /5 0; ४5 0, ५ ८-5. हाँ, ५» 2, #« 0. 
(0) ४#53,/+0;:ऋ०0, »#5 और&52, ४0४50, ४5, हाँ, ४0, 5. 
(९) ४«7,/0;5८0, » ७ 9 और ४८ 0, »5 0; 5 0, »-0. नहीं 


6. (४) 3 अं (9) 2 . (०) 8 
(8) 5 . ७) 3 0) 0 


छा के न 


408 गणित 
प्रश्नावली 5.॥ 
], 3.75% 2. 4.5% 3. 90000 क्विंटल 4. 2000 5. 690 
6. () 30 रु. (0) 40 रु. 7, () 40 रु. 6) 32 रु. 
8. (0400 (8) 33% 9, 6) 700 (0) 33% 
0. 960 ]4, 37.5% 2. 54.5% 
3, 980 रु, और 7000 रु. 44. 334) % 5. 24.5 ग्राम 
6, 2700 7. 2500 रु. 8. 4 लीटर 9., 00500 रु. 
प्रश्नावली 5.2 
4. 25% 2. 550 रु, 750 र. 3. 42000 रु. 4, 38,400:5% 
5. 5% 6. हानि% 7, 4000 रु., 5000 रु. 
8, लाभ 25% 9... 699.20 रु. 0. 36 
, हानि 37.5% 42, लाभ 2.5% 3, 7500 रु.,, 42500 रु. 
'प्रश्नावली 5.3 
55,25 रु., 9.75 रु, 2, 2208 रु., 92 रु. 3, 8.55% 
(0) 62,22 रु,, (॥) 946.36 रु., (॥) 3252.35 रु. 5. 9.08 रु. 
22725.90 रु, ह 7. 69.50 रु. 8. 236.25 रु, 
(0) 46%, (0) 46% ; हाँ 0. लाभ 25% 4]. 937.50 झ. 
2, 269.56 रु. 3, 45% _4, दूसरा; 3.40 रु, 
5. 600 रु. 6. हानि0% 
प्रश्नावली 5.4 
4. 550 ₹. 2, 27000 रु, 3, 50 4. 4% ह 
5. 8000 रु. 6. 300 रु,, !456 रु, 7, 0% 8, 5.5% 
9, 9405 रु, 0, 233 रु. 44, 876 रु, 42, 29450 रू. 
3, 48070 रु. ]4, 6350 रु, 


उत्तरमाला 


409 

'प्रश्नाबली 5.5 

4. 38.48' 2. - 37.37 3, लगभग [63.] 

4. लगभग [9.8 5. 47.98 6, लगभग 37.67 

7. 6 8. 0350 रु. 9. 9787.50 रु. 
प्रश्नावली 6. 

, 27783 रु., 3783 रु. 2. 03030.0 र., 3030.]0र... 3, रे वर्ष 

4, 25000 रु. 5. 25% प्रति वर्ष 6, ] तर वर्ष 

7, तर वर्ष 8, 8000 रु, 0% प्रति वर्ष 9, #ने ज्यादा दिया; 450 रु, 

0. 0400 रु,, 93750 रु. ], 6352.50 रु,, !352.50 रु. 2, 3500 रु, 

3. 9684 रु., 275684 रु. 44, । वर्ष 5. 20% प्रति वर्ष 


6, 2000 रु., 0% प्रति वर्ष 7. 20000 रु., 0% प्रति वर्ष 88, 25% प्रति वर्ष - 
9, 45 वर्ष 20. 2 रु. 


ग्रश्नावली 6.2 
3,. 877.50 5... 2. 262440 रु, 3, 20577 रु, 
4. ]736 रु. ' 5. 480000 रु, ' . 6, 5% प्रति वर्ष 
7, 7942 8. 7366, 6250000 ... 9 । तर वर्ष 
0, 387500 रु. *.. ॥|], 5% प्रति वर्ष 2, 6704 वर्ष 
3, 3 वर्ष 4, 54400 रु. | 

'ग्रगनावली 7.॥ 


. जनवरी - 5990 रु, फरवरी - 7040 रु., मार्च -7090 रु. 
2. जून-200 रु, जुलाई-600 रु... 3, 2656. . 
4. 450 रु. .. 5, 863 रु, 6. 400, 400, 00, 500. 


40 गणित 


॥ 

7, 65 रु. 8. 5₹रु. 9, 62.50 रु. 0. 04.25 रु. 
. 87.75 रू. . 2, 27.50 रू. 3, 46 रु, 3346 रु. 34, 50 रु. 

प्रश्नावली 7.2 
], 20706.2 रु. 2, 56243.20 रु. 3. 732.63 रु. 4. 648.35 रु, 
5. 23328 रु. 6. 8629.33 रु, 7. 97200 रु. 8. 22497.28 रु, 
9, 2597.2 रु. 0, 8958,40 रु. 

प्रश्नगावली 8.॥ 
4, 30% ' 2. (0) 05*, (0) 70% 3, ८७॥30" , 9« 50" 
4, ०5 05" 9 5757 5, 0" 6... 8% 3, 5% 


44, 0)... 30", 30" और 30% 
(9). 2600), 2700, «508 और ८ 90& 
(00). ८00७ ८70); 2708, ८800; 2800, ८2008 
(५9)... ८509, ८2008; 2500, 2800; 260४8, 200४ 
(0). ८908 ८608; 250% ८2007); 20070, ८70८ 
(श). <2090%27908; <2008,22808; 2000,<2004 
(भी). ८2900), 2०00; 2000, ८808; 2700, ८808 
5. 35" 45% 35% 6, 3० 7. 40", 50", 90", 40" 
20. 0",0/ ..' 2. 0)7. ()7 (079 (श)ए (७7 (0) (शं)ए 
22. (0) अद्वितीय 0) रेखाएं. (0) एक समांतर या लम्ब 0५) तीन, आधा तल, रेखा 
(श) अधिक कोण (श) 80'. (श) उभयनिष्ठ भुजां के अतिरिक्त (शा) बराबर 


प्रश्नावली 8.2 
2, 08९ 72", 08%, 72", 08", 727, 6. 88॥00, &0॥ 82 
3, नहीं, प्रत्येक कोण 90" 20, 0)# (097 हक) 6९१ (07४ 


' 2. 0) बराबर () संपूरक (7) समांतर 6५४) समांतर (५) समांतर (५) समांतर 


उत्तरमाला 


20. 
23. 


॥7. 
8, 


49, 


24. 
22. 


॥7. 
8. 


45. 


4] 


प्रश्नावली 8.3 
70%, 45९ 2. 40", 60", 80९ 4. 80", 65% 
0) नहीं (8) नहीं 6॥) हाँ 6५) नहीं (४) नहीं (४) हाँ 
60" १2. 60० 9. 95९ 85९ 
36% 22, 6) 7 (0) 7 00) 5 09४ (५) (श)४ (स्)"' 
0) 80" (॥) अभ्यंतर (॥) बड़ा 69) एक (५) एक (५) 360" 

ग्रश्नावली 9,॥ 


(90 नापकर क्‍योंकि 8४७08 5५ 0०07. 

0) (0) 7 60) प' (२४ (२४ (शेर (शा) 

0) अन्तर्गत (8) तीन (0) 0२० 69) ग)8 (२) 708 (सं) ७0 
प्रश्गावली 9.2 

6) 7 )7' 079 6५) १' (0 (श)फ (शा) ए 

() बराबर (0) बराबर (॥) बराबर 6९) ४0 (९) 0 (४) 20" (४) ए0 
प्रश्नावली 0.॥ 

6)8 (7 (क) 7 6९४8 (९) (ण)४ 

0) बड़ा 6) छोटा (॥) लम्ब (५) कम 

(५) अधिक (9) कम (५!) सबसे बड़ा (५७४) बड़ा 
'प्रश्नावली 44.॥ 


(0) # () 0) 9 (ए०)४ (५)॥' (श)7' (जा) ४ (जी) 
प्रश्गावली ११,2 


(6) समह्विबाहु (8) समकोण त्रिभुज (॥) समांतर चतुर्भुज 6५):3 - 


4]2 


्छ 9०0 ७ #$ (४ ४७ 


' ॥0 


'* गणित 
प्रश्नावली ॥2.॥ 


3 सेमी और 7 सेमी त्रिज्या वाले संकेन्द्र वृत्त। 


, दिये हुए बिन्दुओं को जोड़ने वाले रेखाखंड का लम्ब समद्विभाजक।' 
, आधार के समांतर सरल रेखा। 


5 सेमी त्रिज्या वाला संकेन्द्री वृत्त 
8८ के लम्ब समद्विभाजक पर 70 पुनः स्थित है। 


., एकल बिन्दु जो कि ४,8,0० से होकर जाते हुए वृत्त का केन्द्र है। 
, ऐसे किसी बिन्दु का अस्तित्व नहीं है। । 
. दो बिन्दु, जो कि 88 के लम्ब समद्रिभाजक पर और «8 के मध्य बिन्दु से एक दूसरे 


के विपरीत 4 सेमी दूरी पर स्थित हैं। 


प्रश्नावली 2.2 


हाँ 


., एकल बिन्दु जो कि त्रिभुज का अन्त; केन्द्र है। 
. रेखाखंड 70 और «8०० का समद्विभाजक का प्रतिच्छेद वाला एकल बिन्दु; हाँ। 
. बिन्दु 0 से 5 सेमी दूरी पर कोण समद्विभाजक पर स्थित चार बिन्दु। 


0) दोनों रेखाओं के बीच के कोणों के संमद्विभाजक का युग्म। 
(0) दोनों रेखाओं के बीचों बीच और उनके समांतर रेखा। 
(४) त्रिभुज की भुजाओं के मध्य बिन्दुओं को जोड़कर बने त्रिभुज का परिकेन्द्र। 


प्रश्नावली 2,3 


' त्रिभुज का अन्त; केन्द्र . &, त्रिभुज का परिकेन्द्र 


प्रश्नावली 3.] 


दो रेखाएँ जो कि रेखा खंड ४8 के दोनों ओर &8 से <£ दूरी पर हैं। 


उत्तरमाला 43 


5. 


प्रज्नावली 45.] 


मे 0. 0 24. 25 
$ 5 ४ शा फाहाता 


5 29 2] 7. 24 
/0 


4] 


] हट 5 
$, ९0080 ८ ० 75, 0-5 ], ९07स्‍2000- ४2, ६९९0८ ४2, ८0। 0 ८] 


2 


च्ठ 
० | 


6 5, ४0 (2: 8 
)--५+ 5. ( -, -- 
बा 42 पं) 3 ॥2 

4. 3 5 5 4 


3 
शा] ॥ ८ -> , 008 8 5 +, क्षा # न ८7, 00520 ॥ +  , ५८९० # ८ -,८0/ 0 ८ -- 
5 5 4 ६६ 4 3 


2, 00: ] || 
'() शा 8 ८ नजन , 009 0 5 , था 8 5| 
अ2 है! 


] ] 
(0. श॥8<- ---, ९008 0! ८ हि + शा55८ / 
4 3 5 
| 
() ४॥४8> व + 008 (« न + शाा3>5 से 
29 29 20 
] कफ हा 
सर 0, 8. - 0, 3१? ]3, 2+2+ 
60 60 8 हा] 8 
9 5 (2 
2 88, 3 ॥9 +7+ 20, 6- 2, -- 
9 2 7 


प्रश्नावली ॥5.2 








() ४2५४6 (0) ४6-४२ (0) 9 (७) >>... (0) 2 -4 
4 4 4 

(भ)0.. (शा) -]. (शा) प (४- !] (5) र 

& 45", छ « 45" 6, #545", 8 « (57 7, 20९ 


44 


गणित 


एडलालली १5.3 


4,. 80- 6 सेमी, ॥0-« 6५3 सेमी 


2. 


0) 

0) 
(0) 
(9५) 
(५) 
(शं) 
0) 

0) 
(॥) 
(0५) 


(९), 


<& > 45" 80०5 सेमी, 0 > 5०2 सेमी 


. 20 « 60", 88 - 4४3 सेमी, 80 - 4 सेमी 


20 + 30", 88 5 3 ५3 सेमी, 80: - 6 सेमी 


5२3 
2७ « 30", 80 < 25 सेमी, &8 ल्प्रा सेमी 


्ि 
“0<45", 88 - 7: सेमी, ४0 - प््ज सेमी 
“0५ 30" , 80 - ५3 सेमी, ७0 > 22 सेमी 


27? 60%, ८20 - 30', 0/ -3 «3 सेमी 
“?< 45", 20 - 45", 0)/ - 5 सेमी 


<0 - 60", ८? > 30", 0/ < का सेमी 
“0< 60", 2? » 30", ?॥/ - 4४३3 सेमी 


0-45", 2? > 45" 07 - 52 सेमी 


प्रश्मावली ॥6.॥ 


6) 290.47 सेमी (8) 30 सेमी? (68) 50 सेमी? 6५) 0043 सेमी? 
6 सैमी, 63 सेमी, 504 सेमी* 3. 20 मी, 68 भी , 40584 मी? 
623 सेमी, 443 सेमी. 5. 60 सेमी? 6. 336 सेमी* 7. 9000 मी 


प्रश्नावली ॥6,2 


55 सेमी * 2, 750 सेमी 3. 8 सेमीः 4. 62 सेमी? 
5] सेमी .6. 48 सेमी, 320 सेमी 7. 306 मी 


उत्तरमाला 


4]5 
प्रश्नाचली ॥6,3 


27.047 सेमी* 2. 9.625 सेमी) 3, [8 सेमी, 36 5 सेमी? 4. 4 54 एप5 
9.625 सेमी”, 6,25 सेमी? 6, 83,33 सेमी? 7. 550 सेमी? 8. 600 सेमी* 
0) 8.8 सेमी (॥) 54 सेमी* ._]0, 0) 22 सेमी (॥) 23 सेमी? (6॥) 40.27 सेमी? 


विविध प्रश्नावली 
54 सेमी? 2. 75 सेमी? 3, 4 सेमी 4. 9.72 सेमी* 
02 .67 सेमीर 6. 66.5 सेमी? 7, 24 सेमी 

प्रश्नावली ॥7.॥ 
0) 7260 सेमी? (४) 8400 सेमीः 2. 0) 0 सेमी 6) 8.4 सेमी 


6) 240 सेमी, (240 + 32 /3) सेमी (४) 536 सेमी, (4536 + 28 ४3) सेमी 
0॥) 48 सेमी2, (48 + 8५3) सेमी? ' 4, 300 सेमी”, (300 + 5043) सेमी* 


. 294 «3 सेमीर 6. 0 सेमी, 4 सेमी 7. 8 सेमी 8. 4मी 


प्रश्नावली ॥7.2 
0) 50 सेमी (॥) 300 सेमी ह 2, 0) 9 सेमी (॥) 4.5 सेमी 
() 30 सेमी”, (30+ 4५3) सेमी? (॥) 36 सेमी?, (36 + 6 43) सेमी? 
(॥) 75 २3 सेमी, 00 43 सेमी? हि 
0.57 माँ 5. 36५3 सेमी? 6. 6 ४3 सेमी?, 6 रु सेमी* 
288 सेमी* 8. (0) 0 पर सेमी (0) रे सेमी 9, 8 इकाई 


प्रश्नावली ॥7.5 


(6) 0-6, 75८ 2, ५ ८ है, 7-४ + ४८2 0) ४<5, ४०9, ४८: 6 7-६०&+ ४5८2 
(॥) 7-7, ४८ 5, ५८ 0, 8-8 + ४८ 2 (५) 7८5 , 8 5 ह, ४७ 5, 7 79 + (+> 2 
(ए) ४57, 9852, ७ ७7, 7-5&+ ५-2 2. ().+2, आ, 20 ()#+ , शा, #+ | 


06)6 (002 (0) 2 0५)0 (५5 4. ह 6 


: “गणित 


जुछनावली 8.॥ 


() 















35.3 


(3 च् 
फ रा 
हब ७5 
| “ ३ 







36.3 


37.3 


.. 37.5 


> | 


अधिकतम तापमान आपेक्षिक आद्रता 

("० में) बारंबारता (% में) बारंबारता 

ह 
द 
जिकक अछका 
न 
काल आया 
द । 
आए हम! 
बा जता कल माह 
ग 
४० 
इक काओ 
द 
५7 लक अक। 
नल 2 


0) 


























87 


| 
ते एज 


92 


95 


उत्तरमाला 





47 


48 । ह गणित | 
रे 


8. 6) 5, 6॥) 30-35, (#) 47.5 60) 5. 











(५) सं्रयी 
बारंबारता संचयी 
बारंबारता 
हू 
30 
30 
30-35 50 40 
35-40 _30 
4 
9, 
0. 0). 5 
0). 44.5-49.5, 49.5-54.5, 54.5-59.5, 59.5-64.5, 64.5-69.5, 69.5-.74.5, 74,.5-79,5, 
79.5-- 84.5 
(४) वही जैसा (0 में है। 
प्रश्नावली 8.4 
4. 59.9 2, 45656;:स्‍5... 3, 0)24.7 (9) 25 
4. 8 5. 7.6 6. 4 
7. 0) 24.3 (0) 5.2 6॥) 20.375 9, 0) 28 (॥)4.5 6॥) 60 


ज्वा..60,॥ ()7. 2. 39 नाप 


